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0.0. 簡介 0.0

0.0 簡介

0.0.1 符號定義

Definition 1 (Iverson bracket). 給定一個命題 P，定義 [P ] =

®
1 P is true
0 P is false

Definition 2 (asymptotic notations).

lim sup
x→∞

|f(x)|
g(x)

<∞ ⇐⇒ f(x) = O(g(x))

lim sup
x→∞

|f(x)|
g(x)

= 0 ⇐⇒ f(x) = o(g(x))

lim inf
x→∞

f(x)

g(x)
> 0 ⇐⇒ f(x) = Ω(g(x))

f(x) = O(g(x)) = Ω(g(x)) ⇐⇒ f(x) = Θ(g(x))

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1 ⇔ f(x) ∼ g(x)

另外，本章的每一份程式碼前面都需要加上以下程式碼

1 #include<vector>
2 #include<array>
3 #include<utility>
4
5 #include<chrono>
6 #include<random>
7
8 using std::vector;
9 using std::array;

10 using std::pair;
11
12 namespace Random {
13 // returns a random integer betwenn [a, b]
14 int randInt(int a, int b){
15 static std::mt19937 rng(
16 std::chrono::steady_clock::now().time_since_epoch().count()
17 );
18 return std::uniform_int_distribution<int>(a, b)(rng);
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0.0. 簡介 0.0

19 }
20 }
21
22 // returns a^b mod p
23 int fpow(int a, int b, int p){
24 int ans = 1;
25 do if(b&1) ans = ans*a%p;
26 while(a=a*a%p, b>>=1);
27 return ans;
28 }

Listing 1: Prelude

0.0.2 質數
Definition 3 (整除). 若存在整數 x 使得 b = ax，則我們稱 a 整除 b，記做 a|b︒

Definition 4. 如果 a|b，則我們稱 a 為 b 的因數；b 為 a 的倍數︒若 a 6= 1 且
a 6= b，則我們稱 a 是 b 的嚴格因數

Definition 5 (因數集). 定義 I(n) =
{
x ∈ Z

∣∣x|n} 為 n 的因數集︒

Problem 1. 若 a, b 互質，則我們有一個雙射

I(a)× I(b)
∼−→ I(ab)

(x, y) 7→ xy

Proof. 我們有反函數

I(ab) → I(a)× I(b)

x 7→ (gcd(a, x), gcd(b, x))

Definition 6 (質數). 若一個正整數 n 的正因數僅有 1, n 兩個，則我們稱 n 為
質數︒大於 1 且不是質數的數字稱為合數︒所有質數的集合記做 P

Definition 7. π(n) 定義為 n 以下的質數個數︒第 i 個質數記為 pi︒

Definition 8. gcd(a, b) = max I(a) ∩ I(b) 定義為 a, b 的最大公因數︒

Definition 9 (互質). 若 gcd(a, b) = 1，則我們稱 a, b 互質，記做 a ⊥ b

相信大家都知道輾轉相除法︒寫成程式碼就是
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0.0. 簡介 0.0

1 int gcd(int x, int y){
2 return y?gcd(y, x%y):x;
3 }

Listing 2: Euclid’s algorithm

Lemma 1. 利用歐幾里德演算法計算 a, b 的最小公因數是 O(log min(a, b)) 的︒

Proof. 第一次遞迴後，兩者皆小於 min(a, b)︒之後每次遞迴，其中一個大小會至
少減半，直到有一個人達到 0 就中止︒

0.0.3 篩法
注意到一個正整數是質數若且唯若它恰有兩個因數 2︒以下是最直接計算因數並
判別質數的方法：

1 vector<int> factors(int n){
2 vector<int> v;
3 for(int i = 1; i <= n; i++)
4 if(n % i == 0)
5 v.push_back(i);
6 return v;
7 }
8
9 bool isPrime(int n){

10 return factors(n).size() == 2;
11 }

Listing 3: Finding factors naively

可以發現，這個演算法的複雜度是 O(n) 的，但我們有更快的方法嗎？
Observation. 若 ab = n，則 a ≤

√
n, b ≤

√
n 中至少有一個成立︒

於是枚舉因數時，我們只需要枚舉至
√
n 即可

1 vector<int> factors(int n){
2 vector<int> v1, v2;
3 for(int i = 1; i*i <= n; i++)
4 if(n % i == 0){
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0.0. 簡介 0.0

5 v1.push_back(i);
6 if(i*i != n)
7 v2.push_back(n/i);
8 }
9 reverse(v2.begin(), v2.end());

10 return v1+v2;
11 }

Listing 4: Finding factors in O(
√
n)

注意當 n 是完全平方數時，
√
n 不要重複計算到︒

0.0.3.1 埃式篩法

首先觀察到一個重要的事實
Observation.

n∑
i=1

1

i
= O(logn)

Proof. 因為 1/n 遞減，所以我們有
n∑

i=1

1

i
= Θ

(∫ n

1

1

t
dt

)
= logn

於是，對於 1 到 n 的每個數字以上述方法枚舉因數要花 Θ(n
√
n) 的時間，但對每

個數字枚舉倍數只要 Θ(n logn)︒這件事非常重要，將枚舉因數轉成枚舉倍數常
常是解題時減少複雜度的關鍵︒在這裡運用這個概念，得到的演算法就是

1 array<vector<int>, N> factors;
2 void sieve(int n){
3 for(int i = 1; i <= n; i++)
4 for(int j = 0; j <= n; j += i)
5 factors[j].push_back(i);
6 }

Listing 5: Naive sieving

如果我們想要直接將每個數字的因數存下的話，這是最好的複雜度了，但如果我
只想判別每個數字是否是質數，我們事實上可以做得更好︒若只在判別質數，那
上述的演算法就像篩子一樣，一個一個的將每個數字的倍數篩去，因此又稱為埃
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0.0. 簡介 0.0

式篩法 (sieve of Eratosthenes)︒如果我們想要控制篩法的複雜度，我們事實上就
必須控制每個數字被篩掉幾次︒一個簡單的優化是只拿質數做篩法，這樣的複雜
度會進化到 Θ(n log logn)（因為Theorem 4告訴你質數的倒數和是 Θ(log logn)
的）︒

0.0.3.2 線性篩

前述的優化似乎已經足夠好了，但我們事實上可以讓每個數字只被篩掉一次︒若
我們想讓每個合數被「最小嚴格因數」與「最大嚴格因數」的組合刪去，那我們
可以如何避免多餘組合的嘗試呢？
Definition 10. 對於 n > 1，p(n) 定義為 n 的最小質因數︒為了敘述方便，我
們將 p(1) 定義為 ∞︒

Observation. 一個合數 n 的最小嚴格因數是質數 p(n)︒

於是
Observation. 若 n = ab，則 a 是 n 的最小嚴格因數若且唯若 a 是質數且
a ≤ p(b)︒

因此我們只要對每個 b，枚舉所有比 p(b) 小的質數即可，亦即

1 vector<int> primes;
2 array<bool, N> isPrime;
3 void sieve(int n){
4 for(auto& i: isPrime)i = true;
5 isPrime[0] = isPrime[1] = false;
6 for(int i = 1; i <= n; i++){
7 if(isPrime[i])
8 primes.push_back(i);
9 for(int p: primes){

10 if(i*p > n) break;
11 isPrime[i*p] = false;
12 if(i%p == 0) break;
13 }
14 }
15 }

Listing 6: Linear sieving

根據以上分析，上述演算法只需要 Θ(n) 個運算︒但事實上加法是比乘除法快的；
一個 b 位元的數字只要 Θ(b) 的時間做加法，但需要 Θ(b log b) 的時間做乘除法︒
這樣算下來，線性篩與埃式篩事實上都是 Θ(n logn log logn) 的︒
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0.0. 簡介 0.0

0.0.3.3 次線性篩

想要優化這個複雜度，一個可行的方法是減少一開始可能是質數的候選人︒
Observation. 整數 y > pi# 滿足 p(y) > pi 若且唯若 p(y − pi#) > pi︒

這件事告訴我們，如果我們維護 Si = {x ≤ pi#|p(x) > pi} 了，則 pi+1 就是
min{x ∈ Si|x 6= 1}，且想獲得 Si+1，只要把所有 {kpi# + d ≤ pi+1#|d ∈ Si} 集合
起來，再拔掉所有 pi+1 的倍數即可︒這導出了以下的演算法

1 dlist S;
2 vector<int> primes;
3 void sieve(int n){
4 S.push(1);
5 primes.push_back(2);
6 for(int p = 3, pm = 2; p*p <= n || pm < n; p = S.next(1)){
7 // add k*pm + d into S
8 int nextpm = min(n, p*pm);
9 for(int d = 1; d && pm+d <= nextpm; d = S.next(d))

10 S.push(pm+d);
11 pm = nextl;
12
13 // remove all multiples of p
14 int f = p;
15 while(f && p*f <= pm) f = S.next(f);
16 while(f > 1) f = S.prev(f), S.erase(p*f);
17
18 primes.push_back(p);
19 }
20 for(int i = S.next(1); i; i = S.next(i))
21 primes.push_back(i);
22 }

Listing 7: Sublinear sieving

其中 dlist 是一個支援 O(1) 插入刪除尋找下一個的資料結構︒一個可能的實作
方法是

1 #include<unordered_map>
2
3 struct dlist{
4 std::unordered_map<int, pair<int, int>> l;
5 dlist(){ l[0] = {0, 0}; }
6 int next(int i){ return l[i].first; }
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0.0. 簡介 0.0

7 int prev(int i){ return l[i].second; }
8 void push(int i, int j){ // add i directly after j
9 l[i] = {l[j].first, j};

10 l[j].first = l[l[j].first].second = i;
11 }
12 void push(int i){ push(i, l[0].second); }
13 void erase(int i){
14 l[l[i].first].second = l[i].second;
15 l[l[i].second].first = l[i].first;
16 l.erase(i);
17 }
18 };

Listing 8: Double linked list

以下證明此演算的複雜度是好的
Theorem 1 ([12]). Listing 7 的時間複雜度是 Θ(n/ log logn) 個乘法︒

Proof. 註：建議閱讀至Subsection 0.1.3再回來閱讀本證明︒
因為迴圈只跑了 O(

√
n) 次，我們只需要估計 S.push 與 S.erase 發生幾次即可︒

前者只比後者多 π(n) = O(n/ logn) 次，因此重點就是後者的次數︒令 pk 表示滿
足 pk# ≤ n 中最大的質數︒在前 k − 1 次刪除時，f 會跑遍所有 pi−1# 以下且不
被 p1, . . . , pi−1 整除的數字，也就是刪除 φ(pi−1#) 個數字，一共

k−1∑
i=1

φ(pi−1#) ≤ (k − 1)φ(pk−1#) ≤ φ(pk#) = O

(
n

n log logn

)
而剩下刪除的是其餘 2 至 N 之間，且不被任何 pi ≤ pk 整除的數字︒不被
pi ≤ pk 整除的數字平均上有 φ(pk#)

pk# 個，因此共有

n
φ(pk#)

pk#
= Θ

(
n

n log logn

)
兩個估計皆使用到了Lemma 8的結果︒

因此考慮乘法的花費後，該演算法的複雜度是 Θ(n logn) 的︒另外，原論文亦有
提到如何不用雜湊達到該空間複雜度，亦有說明如何利用預處理小數字的乘法
表，並透過差分的一些估計做到 Θ(n/ log logn) 個加法，因而考慮運算的花費後
會是 Θ(n logn/ log logn) 的︒

0.0.4 其他質數檢查與因式分解演算法

0.0.4.1 Miller 質數判別法
Property 1. 若 p = 2kd+ 1 是質數，則 ad ≡ 1 (mod p) 或存在 d′ 使得
a2

kd′ ≡ −1 (mod p)︒
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0.0. 簡介 0.0

注意這是費馬小定理與「1 的平方根只有 1 或 −1」的直接結論（詳情請
見Subsection 0.2.1）︒
Definition 11. 若 n = 2kd+ 1 不是質數，則一個不滿足「ad ≡ 1 (mod p) 或存
在 d′ 使得 a2

kd′ ≡ −1 (mod p)」的 a 稱為 n 的合數證據︒

Property 2 (Miller). 若 n 是合數，則 n 的最小合數證據是 O(N1/4) 的︒如果
擴展黎曼猜想是對的，則最小合數證據會小於 2 log2 n︒

Proof. 本證明篇幅過大，從略︒有興趣的讀者請參閱 Miller 的 [10]，以及他使用
到的估計 [4] 與 [2]︒

Corollary 1. 我們有一個 O(N1/4 log2N) 的演算法檢查 N 是不是質數︒

1 #include<cmath>
2
3 bool isPrime(int n){
4 int a = 1, b = n-1;
5 while(b%2 == 0)b/=2, a++;
6 for(int i = 0; i <= 2*log(n); i++){
7 int x = fpow(i, b, n);
8 if(x == 1 || x == n-1) goto failed;
9 for(int i = 0; i < a; i++){

10 x = x*x%n;
11 if(x == n-1) goto failed;
12 }
13 return false;
14 failed:;
15 }
16 return true;
17 }

Listing 9: Miller test

Remark 1. 注意到你其實只需要檢查質數即可，因為兩個非證據的乘積仍然不
是一個證據︒而若 N ≤9，所有合數都可以用 2, 3, 7 檢查出，而若 N ≤ 1018，則
所有合數的最小合數證據會小於等於 37，也就是你只要檢查 12 個質數︒

0.0.4.2 Strassen 因式分解法
令 d = d 4

√
Ne，則 N 若是合數，一定不會與 d2! mod N 互質︒考慮多項式

f(x) = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ d)

則 f(0), f(d), f(2d), . . . f(d2) mod N 一定有一個與 N 不互質︒注意到
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0.1. 數論函數 0.1

Property 3. 將 d 個一次式相乘只需要 O(n log2N) 的時間︒

Proof. 每次拆兩半去算，將兩個 d 次的多項式相乘需要 FFT 的 O(N logN)︒（若
N 過大，你需要拿 logN 個質數各做一遍 NTT，最後 CRT 起來，會多一個
logN 的倍數）複雜度 T 滿足 T (N) = 2T (N/2) +O(N logN)︒因此總時間是
O(N log2N)︒

Property 4.   將一個 d 次式對 n 個點求值需要 O(d log d+ n log2 n) 的時間

Proof. 對 x1, . . . xn 求值事實上就是在求 f 對 x− x1, . . . , x− xn 求餘數︒首先我
們先花 O(d log d) 計算 f mod (x− x1) · · · (x− xn)，得到一個 n 次式所以我們每
次將 xi 拆成兩半，計算 f mod (x− x1) · · · (x− xn/2) 與 f
mod (x− xn/2+1) · · · (x− xn)，並遞迴下去︒時間複雜度滿足
T (n) = 2T (n/2) +O(n logn)，總複雜度是 O(n log2 n) 的

因此我們可以在 O(d log2 d) 的時間算出 f mod N，再花 O(d log2 d) 的時間算出
f(0), . . . , f(d2)︒注意我們可以先暴力檢驗 N 有沒有小於 d 的因數，因此我們可
以假設 N 的所有因數皆大於 d︒特別的，N 只有至多三個因數︒
找到跟 N 不互質的 f(kd) 後，我們再對 {kd+ 1, · · · , kd+ d} 做二分搜，尋找哪
一個人整除 N︒做一次二分搜是 O(d log2 d) 的，至多做三次︒於是
Corollary 2. 可以在 O(N1/4 log2N) 的時間把 N 因式分解︒

Remark 2. 目前已知最快的因數分解演算法是 O(N1/4 log2N/
√

log logN) 的，
是本演算法的優化︒若考慮隨機演算法，則存在一些次指數的方法，有興趣的讀
者請自行翻閱文獻︒

0.1 數論函數

0.1.1 捲積
Definition 12 (（狄利克雷）捲積). 令 f, g : Z+ → R 為兩個函數︒
定義 f ∗ g : Z+ → R 為

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g(n/d) =
n∑

i=1

n∑
j=1

[ij = n]f(i)g(j)

利用前面所敘述的思路，我們也可以簡易的在 O(n logn) 內求出兩函數的捲積

1 array<int, N> convolute(array<int, N> a, array<int, N> b){
2 array<int, N> res;
3 for(int i = 1; i <= N; i++)
4 for(int j = 1; j*i <= N; j++)
5 res[i*j] += a[i]*b[j];
6 return res;
7 }
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Listing 10: Calculating dirichlet convolution

Property 5. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

Proof. 兩者的第 n 項皆為
n∑

i=1

n∑
j=1

k∑
i=1

[ijk = n]f(i)g(j)h(k)

Definition 13 (ε 函數). ε : Z+ → Z，ε(n) = [n = 1]

Property 6. 對於所有函數 f，我們有 ε ∗ f = f

Definition 14 (恆等函數). id : Z+ → Z，id(n) = n

Definition 15 (次方函數). idk : Z+ → Z，idk(n) = nk

Definition 16 (1 函數). 1 : Z+ → Z，1(n) = 1

Definition 17 (莫比烏斯函數). µ : Z+ → C，µ(n) =
n∑

i=1

[i ⊥ n]ζ in

Property 7. µ ∗ 1 = ε

Proof.

ε(n) =
n∑

i=1

ζ in =
∑
d|n

n∑
i=1

[gcd(i, n) = d]ζ in

=
∑
d|n

n/d∑
i=1

[gcd(i, n/d) = 1]ζ idn

=
∑
d|n

n/d∑
i=1

[i ⊥ n/d]ζ in/d

=
∑
d|n

µ(n/d) = (1 ∗ µ)(n)

這其實提供了我們另一個定義 µ 的方式，也就是

Property 8. µ(n) =

1 n = 1

−
n−1∑
i=1

[i|n]µ(i) n > 1

所以其實 µ 的取值都是整數︒於是我們有
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Property 9 (莫比烏斯反演). 對於函數 f, g，

f ∗ 1 = g ⇐⇒ f = g ∗ µ

其實不只 1，其他函數也有這種反函數
Definition 18 (迪利克雷反函數). 對函數 f，若 f ∗ g = 1，則 g 稱為 f 的迪利
克雷反函數

Property 10. 函數 f : Z+ → R 有迪利克雷反函數若且唯若 f(1) 可逆

Proof. f 的反函數是 f−1(n) =

(f(1))−1 n = 1

−(f(1))−1
n−1∑
i=1

[i|n]f(i)g(n/i) n > 1

0.1.2 積性函數
Definition 19 (積性函數). 給定一個函數 f : Z+ → R ︒若對於所有互質的 a, b
都有 f(ab) = f(a)f(b)，則我們稱 f 是積性的︒若對所有 a, b 都滿足
f(ab) = f(a)f(b)，則我們稱 f 是積性的︒同樣稱滿足 f(ab) = f(a) + f(b) 的函數
為加性或完全加性的︒

Property 11. 若 f 是積性，則 f(1) = 1︒

Property 12. 若 f 是積性的，則 g 是積性的若且唯若 f ∗ g 是積性的

Proof. 假設 g 與 h = f ∗ g 只有一個是積性的，並假設 n = ab 是最小的組合使
g(a)g(b) 6= g(ab) 或 h(a)h(b) 6= h(ab)︒則

h(a)h(b) =

∑
i|a

f(i)g(a/i)

∑
j|b

f(j)g(b/j)


=
∑
i|a

∑
j|b

f(i)f(j)g(a/i)g(b/j)

= f(1)g(a)g(b) +
∑
k|ab
k ̸=1

f(k)g(ab/k)

故

h(a)h(b)− h(ab) = g(a)g(b)− g(ab)

跟假設矛盾︒

Property 13. ε 是積性的

Corollary 3. 積性函數的迪利克雷反函數是積性的
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Property 14. 1 是積性的

Corollary 4. 莫比烏斯函數是積性的

Definition 20 (歐拉函數; Euler’s totient function). φ(n) =
n∑

i=1

[n ⊥ i]

Property 15. id = 1 ∗ φ

Proof.

n =
n∑

i=1

1 =
∑
d|n

n∑
i=1

[gcd(i, n) = d]

=
∑
d|n

n/d∑
i=1

[gcd(id, n) = d]

=
∑
d|n

n/d∑
i=1

[gcd(i, n/d) = 1] =
∑
d|n

φ(n/d) =
∑
d|n

φ(d)

Corollary 5. φ 是積性的

於是我們可以好好計算 φ 了

Property 16. φ(n) = n
∏

p|n

(
1− 1

p

)
最後介紹一些有時會用到的函數
Definition 21. σk(n) 定義為 n 的所有因數的 k 次方和︒有時我們會把 σ0 寫作
d，為質數個數函數，並把 σ1 的 1 省略，稱為質數和函數︒

Property 17. σk = idk ∗ 1

所以 σk 是積性的︒
Definition 22. Ω(n) 為 n 的質因數個數 (可重複)；ω(n) 為相異質因數個數︒

Property 18.  ω(n) 是加性的；Ω(n) 是完全加性的︒

Definition 23 (劉維爾函數). λ(n) = (−1)Ω(n)

因為 Ω(n) 是完全加性的，所以劉維爾函數是完全積性的
Definition 24 (特徵函數). 若 S ⊆ Z 是一個集合，則
χS : Z → [0, 1], x 7→ [x ∈ S]︒

Definition 25 (梅滕斯函數). M(n) =
∑n

i=1 µ(i) 是莫比烏斯函數的前綴和︒
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Definition 26. vp(n) 定義為最大的 k ∈ N 使得 pk|n︒

Definition 27 (質數階乘; primorial). n# =
∏

p≤n p 是比 n 小的質數的乘積︒

以及推導式子偶爾會用到的一些卷積關係
Property 19.

1. λ ∗ µ2 = ε

2. λ ∗ 1 = χ{x2|x∈Z}

3. 1 ∗ µ2 = 2ω

4. 1 ∗ χP = ω

5. (idkf) ∗ (idkg) = idk(f ∗ g)

0.1.3 關於一些函數增長的估計
本節證明大多修改自 [3] 與 [7]︒
本節中，所有求和符號底下的 p 跑遍的是所有質數；所有 log 皆為自然對數︒

0.1.3.1 切比雪夫函數與質數個數函數
Definition 28 (Chebyshev functions).

ψ(n) =
∑
pk≤n

log p

ϑ(n) =
∑
p≤n

log p = logn#

Property 20.
ψ(n) =

∑
i≤log2 n

ϑ( i
√
n)

Proof. 若 i > log2 n，則 i
√
n < 2，因此 ϑ( i

√
n) = 0︒

Property 21.
ϑ(n) ≤ ψ(n) ≤ π(n) logn

Proof.

ψ(n) =
∑
pk≤n

log p =
∑
p≤n

õ logn
log p

û
log p ≤

∑
p≤n

logn = π(n) logn
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所以事實上切比雪夫函數與質數個數函數的增長有一定的關聯性︒事實上利用以
下的定理，我們可以估計 π(n) logn 與 ϑ(n) 的差距︒

Theorem 2 (Abel summation). 若 ai 是一個數列，Ai =
i∑

j=0

aj，且

f ∈ C1([l, r])︒則
r∑

i=l+1

aif(i) = Arf(r)− Alf(l)−
∫ r

l

A⌊t⌋f
′(t) dt

Proof. 我們只需要證明 r = l + 1 的情形即可，因為在兩段區間合併時左右皆可直
接相加︒此時很簡單的就可以算出

Arf(r)− Alf(l)−
∫ r

l

Alf
′(t) dt

= (Al + ar)f(r)− Alf(l) + Al(f(r)− f(l))

= arf(r)

Lemma 2.
ϑ(n) = π(n) logn−

∫ n

1

π(t)

t
dt

Proof. 令數列 ai = [i ∈ P]，則其前綴和為 π(i)︒對函數 f(r) = log r 使用阿貝爾
求和定理即可︒

接著利用以下這個兩個引理，我們可以給出這三個函數的上下界
Lemma 3.

log
(
2n

n

)
= Θ(n)

Proof. (
2n

n

)
≤

2n∑
i=0

(
2n

i

)
= 22n = 4n

另外 (
2n

n

)
≥ 1

2n+ 1

2n∑
i=0

(
2n

i

)
=

4n

2n+ 1

取 log 便有
n log 4− log(2n+ 1) ≤ log

(
2n

n

)
≤ n log 4

故
log
(
2n

n

)
∼ n log 4
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Lemma 4.
logn! =

∑
pk

õ
n

pk

û
log p

Proof. 計算 p 在左右兩邊出現的次數即可︒

首先是上界
Lemma 5.

ϑ(n) = O(n)

Proof. 首先注意到 (n, 2n] 間的質數都會整除
(
2n
n

)
︒因此

ϑ(2n)− ϑ(n) =
∑

p∈(n,2n]

log p ≤ log
(
2n

n

)
= O(n)

ϑ(n) = O(n+ n/2 + n/4 + ...) = O(n)

Corollary 6.
ψ(n) = O(n), π(n) = O

(
n

logn

)
Proof.

ψ(n) = ϑ(n) +
∑

2≤i≤log2 n
ϑ( i
√
n) = O(n) +O(

√
n logn) = O(n)

π(n) logn = ϑ(n) +

∫ n

1

π(t)

t
dt ≤ O(n) +

∫ n

1

dt = O(n)

而下界的部分也可以得到相似的結果
Lemma 6.

ψ(n) = Ω(n)

Proof.
ln 2n!− 2 lnn! = ln

(
2n

n

)
= Ω(n)

另外，利用Lemma 3可以得到

ln 2n!− 2 lnn! =
∑
pk

(õ
2n

pk

û
− 2

õ
n

pk

û)
log p ≤

∑
pk≤2n

log p = ψ(n)

Corollary 7.
ϑ(n) = Ω(n), π(n) = Ω

(
n

logn

)
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Proof. 注意到 ∫ n

1

π(t)

t
dt =

∫ n

2

π(t)

t
dt

= O

(∫ n

2

1

log t dt
)

= O

(∫ n

2

log t− 1

log2 t
dt

)
= O

(
n

logn

)
= o(n)

因此
Ω(n) = ψ(n) ≤ π(n) logn = ϑ(n) + o(n)

於是本節的結論是
Theorem 3.

ψ(n) = Θ(n), ϑ(n) = Θ(n), π(n) = Θ

(
n

logn

)
, pn = Θ(n logn)

Proof. 唯一還沒證明的就是關於 pn 的估計︒注意到

n = π(pn) ≥ C
pn

log pn

故
Cpn ≤ n log pn ≤ n logn

而
n = π(pn) ≤ C

pn
log pn

≤ Cpn

有
Cpn ≥ n log pn ∼ n logn

Remark 3. 事實上，我們可以做到

ψ(n) ∼ n, ϑ(n) ∼ n, π(n) ∼ n

logn, pn ∼ n logn

這四個敘述是等價的，稱為質數定理 (Prime number theorem; PNT)，但證明需
要相當長的篇幅，或較難的複分析工具，因此在此略過︒但這個性質在估計複雜
度時也有時會派上用場，因此也可以簡單記著︒
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0.1.3.2 梅滕斯定理

本章的三個定理是由梅滕斯提出的，有時會被稱作梅滕斯第一至第三定理︒這可
以簡單的透過 PNT 推得，但這裡給出的是（類似）當初梅滕斯的初等證明︒當時
PNT 僅是一個猜想︒
Lemma 7. ∑

p≤n

log p
p

= logn+O(1)

Proof. 注意到 p 在 n! 的因式分解會出現
∑

k

ö
n
pk

ù
次︒因此

1

n
logn! = 1

n

∑
pk≤n

õ
n

pk

û
log p ≥ 1

n

∑
p≤n

õ
n

p

û
log p >

∑
p≤n

log p
p

− 1

n

∑
p≤n

log p ≥
∑
p≤n

log p
p

+O(1)

另外

1

n
logn! = 1

n

∑
pk≤n

õ
n

pk

û
log p ≤ 1

n

∑
pk≤n

n

pk
log p ≤

∑
p≤n

log p
p

+
∑
pk≤n
k≥2

log p
pk

注意到

∑
pk≤n
k≥2

log p
pk

≤
∞∑
p=2

log p
(

∞∑
n=2

1

pn

)
=

∞∑
p=2

log p
p2 − 1

<∞

且斯特靈近似又告訴你 logn! = n logn+O(n)，因此

logn+O(1) =
logn!
n

=
∑
p≤n

log p
p

+O(1)

Theorem 4. ∑
p≤n

1

p
= log logn+O(1)

Proof. 令數列 ai = [i ∈ P] log i
i
，則其前綴和為 Ai =

∑
p≤i

log p
p

= log i+O(1)︒對函
數 f(r) = 1/ log(r) 使用阿貝爾求和定理得到∑

p≤n

1

p
=

logn+O(1)

logn +

∫ n

2

log t+O(1)

t log2 t
dt

≤ 1 +O(1/ logn) + log logn+O(1)

∫ ∞

0

1

t log2 t
dt

= log logn+O(1)
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Corollary 8. ∏
p≤n

(1− 1/p) = Θ

(
1

logn

)

Proof. 首先，由泰勒展開我們可以得到

0 ≤ − log
(
1− 1

p

)
− 1

p
≤

∞∑
i=2

1

ipi
≤

∞∑
i=2

1

2pi
=

1

2p(p− 1)
≤ 1

p2

但
∑

p p
−2 ≤

∑
n n

−2 <∞，故

∑
p≤n

− log
(
1− 1

p

)
−
∑
p≤n

1

p
=
∑
p≤n

(
log
(
1− 1

p

)
− 1

p

)
= O(1)

亦即 ∏
p≤n

(1− 1/p) = e− log logn+O(1) = Θ

(
1

logn

)

Remark 4. 事實上梅滕斯第三定理敘述的是∏
p≤n

(1− 1/p) ∼ eγ

logn

其中 γ = lim
n→∞

((∑n
k=1

1
k

)
− ln(n)

)
是歐拉-馬斯刻若尼常數︒但這個界需要一些比

較麻煩的複分析技巧所以被跳過了︒

0.1.3.3 其他函數的估計

首先是 φ 的估計︒由於 φ(p) = p− 1，故 φ(n) = O(n) 是最好的估計了︒對於下
界，從 φ 的乘積表達式中很清楚可以看出在 n = pi# 時達到下界︒
Lemma 8. 當 n = pi# 時，

φ(n) = Θ

(
n

log logn

)
Proof.

φ(pi#) = pi#
∏
p≤pi

(1− 1/p) = Θ

(
pi#
log pi

)
而當 n = pi#，則 logn = ϑ(pi) = Θ(pi)，故 pi = Θ(logn)︒故

φ(n) = Θ

(
pi#
log pi

)
= Θ

(
n

log logn

)
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Corollary 9.
φ(n) = Ω

(
n

log logn

)
接著是質因數個數的估計︒顯然下界是質數的 1︒Ω 的上界發生在 2 的冪次時︒
故
Property 22. Ω(n) ≤ log2(n)

而 ω 的上界如下︒

Property 23. ω(n) = O
(

logn
log logn

)
Proof. ω 的上界發生在 n = pi# 時︒此時 pi = Θ(logn)，同時 pi = Θ(i log i)︒我
們有 log i+ log log i ∼ log logn，因此 log i = Θ(log logn)︒因此此時

ω(n) = i =
Θ(logn)

log i = Θ

(
logn

log logn

)

不過對於一般的題目範圍來說，查表還是比較準的︒

N 上界 ω(N) 上界 Ω(N) 上界 2ω(N) 上界 d(N) 上界
106 7 19 128 240
109 9 29 512 1344
1012 11 39 2048 6720
1015 13 49 8192 26880
1018 15 59 32768 103680

Table 1: Numerical limits of some functions

0.1.4 預處理其他函數
讓我們再回去看看線性篩︒他在篩去數字時，恰好分成 i ⊥ p 與 p|i 兩種情形，正
好適合我們預處理一些積性函數︒

1 vector<int> primes;
2 array<bool, N> isPrime;
3 array<int, N> f;
4 void sieve(int n){
5 for(auto& i: isPrime)i = true;
6 isPrime[0] = isPrime[1] = false;
7 f[1] = 1;
8 for(int i = 1; i <= n; i++){
9 if(isPrime[i]){

10 primes.push_back(i);
11 f[i] = /* i is prime */;
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12 }
13 for(int p: primes){
14 if(i*p > n) break;
15 isPrime[i*p] = false;
16 if(i%p == 0){
17 f[i*p] = /* i is a multiple of p */;
18 break;
19 }
20 f[i*p] = f[i] * f[p];
21 }
22 }
23 }

Listing 11: Preprocessing multiplicative functions

在上圖的程式碼中，f 是一個積性函數，則我們只要知道如何填入裡面的兩個空
格，就可以在 Θ(n) 的時間預處理出 f︒以下我們來看看一些熟悉的積性函數要
如何這樣預處理

函數 /* prime */ /* p | i */
µ -1 0
φ p-1 f[i]*p
λ -1 -f[i]
2Ω 2 f[i]*2
2ω 2 f[i]

Table 2: Some functions that can be preprocessed in Listing 11

注意到完全機性函數總是可以這樣預處理出來︒因此
Theorem 5. 若 f 是一個完全積性函數，且對於所有 p，f(p) 可以在 O(T (n))

算出，則所有 1 ≤ x ≤ n 的 f(x) 值可以在 O
(
n+ nT (n)

logn

)
得到︒

但對於更一般的函數，我們似乎需要尋找更好的辦法︒最直接的方法就是維護
p(n) 與 p(n)vp(n)(n)，因此我們就可以把每個數字拆成一個質數冪次及一個與他互
質的數︒

1 vector<int> primes;
2 array<bool, N> isPrime;
3 array<int, N> f, pvp, lp, vp;
4 void sieve(int n){
5 for(auto& i: isPrime)i = true;
6 isPrime[0] = isPrime[1] = false;
7 f[1] = 1;
8 for(int i = 1; i <= n; i++){
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9 if(isPrime[i]){
10 primes.push_back(i);
11 lp[i] = pvp[i] = i;
12 vp[i] = 1;
13 f[i] = /* i is prime */;
14 }
15 for(int p: primes){
16 if(i*p > n) break;
17 isPrime[i*p] = false;
18 if(i%p == 0){
19 lp[i*p] = p;
20 pvp[i*p] = pvp[i]*p;
21 vp[i*p] = vp[i]+1;
22 if(i*p == pvp[i*p])
23 f[i*p] = /* i*p = pow(p, vp[i*p]) */;
24 else
25 f[i*p] = f[i/pvp[i]] * f[pvp[i*p]];
26 break;
27 }
28 f[i*p] = f[i] * f[p];
29 }
30 }
31 }

Listing 12: Preprocessing any multiplicative function

因此
Theorem 6. 若 f 是一個完全積性函數，且對於所有 p，f(p) 可以在 O(T1(n))
算出；其餘 f(pk) 可以在 O(T2(n)) 算出，則所有 1 ≤ x ≤ n 的 f(x) 值可以在
O
(
n+ n

logn
T1(n) +

√
nT2(n)

)
得到︒

Proof. 小於 n 不是質數的質數冪次個數是∑
2≤i≤log2 n

π( i
√
n) = O

( √
n

0.5 logn log2 n
)

= O(
√
n)

的

因此，只要積性函數在質數的取值可以在 O(logn) 內做出，其餘質數冪次的值能
在 O(

√
n) 內算出，則該函數就可以在線性被預處理完成︒加性函數與完全加性

函數也同理︒至於其他函數，就需要照著不同的情況各自發揮創意了︒
另外，維護好 p(n) 與 p(n)vp(n)(n) 後，也可以得到以下的結論
Theorem 7. 可以在 Θ(n) 的預處理後，對每次詢問任何 1 ≤ x ≤ n，在
Θ(ω(x)) 內的時間回答出 x 的質因數分解︒

Author: AY 23



0.1. 數論函數 0.1

根據先前對 ω(n) 的估計，這其實是非常快的︒

0.1.5 關於整除的求和
首先先介紹一些有力的技巧︒

0.1.5.1 數論分塊

Definition 29. DN = {bN/ic
∣∣1 ≤ i ≤ N

}
Lemma 9. |DN | = O(

√
N)

Proof. 若 bN/ic ≥
√
N，僅有 bN/1c, bN/2c, . . . bN/d

√
Nec 等

√
N 種︒否則只

有
√
N 種︒一共是 O(

√
N) 的︒

因此若求和的內容只有 O(
√
N) 種，我們就可以把時間壓到 O(

√
N)︒另一個會用

到的事情是
Property 24. max

{
i
∣∣bN/ic = bN/xc

}
=
ö

N
⌊N/x⌋

ù
Proof. 首先令 y = bN/xc，並令 N = xy+ r1, r1 = qy+ r2，則 N = y(x+ q) + r2︒
因為 r2 < y 且 r2 < x ≤ x+ q，因此 bN/yc = x+ q, bN/(x+ q)c = y︒另外
bN/ic = y ⇒ iy ≤ N，因此 bN/yc 是該集合裡面最大的︒

Example 1. 給定 N，試計算
∑N

i=1 σ0(N)︒

Solution. 所求是
N∑
i=1

σ0(N) =
N∑
i=1

∑
d|i

1 =
N∑
d=1

N∑
i=1

[d|i] =
N∑
d=1

⌊N/d⌋∑
i=1

1 =
N∑
d=1

bN/dc

利用數論分塊可以在 O(
√
N) 做出︒（事實上可以做到 O(N1/3)[13]）︒

1 int divisor_prefix_sum(int N){
2 int ans = 0;
3 for(int i = 1; i <= N; i++){
4 int nexti = n/(n/i);
5 ans += (nexti - i + 1) * (n/i);
6 i = nexti;
7 }
8 return ans;
9 }

Listing 13: Calculating the prefix sum of the divisor function
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0.1.5.2 杜教篩

Definition 30 (前綴和). Sf (n) =
∑

x≤n f(x)

Lemma 10. Sf∗g(n) =
n∑

d=1

f(d)Sg(bn/dc)

Proof.
Sf∗g(n) =

n∑
i=1

∑
d|i

f(d)g(i/d) =
n∑

d=1

f(d)
n∑

i=1

[d|i]g(i/d)

=
n∑

d=1

f(d)

⌊n/d⌋∑
i=1

g(i) =
n∑

d=1

f(d)Sg(bn/dc)

Corollary 10. 若我們知道 Sf , Sg 在 DN 的取值，則我們可以 O(
√
N) 算出

Sf∗g(N)︒

Corollary 11. 若我們可以 O(N) 算出 f ∗ g 的前 N 項，則已知 Sf , Sg 在 DN

的取值，我們可以 O(N2/3) 算出 Sf∗g(n) 在 DN 的取值︒

Proof. 前 K ≥
√
N 項線性做，後面 O(

√
n) 做︒則總時間是

K +

∫ N/K

1

»
N/x dx = O(K +

»
N2/K)

取 K ∼ N2/3 的時候有 O(N2/3)︒

1 #include<unordered_map>
2 using std::unordered_map;
3
4 int convolute_prefix_sum(int N, unordered_map<int, int> Sf,
5 unordered_map<int, int> Sg){
6 int ans = 0;
7 for(int i = 1; i <= N; i++){
8 int nexti = n/(n/i);
9 ans += (Sf[nexti] - Sf[i-1]) * Sg[n/i];

10 i = nexti;
11 }
12 return ans;
13 }

Listing 14: Calculating Sf∗g(N) given Sf and Sg
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Lemma 11 (杜教篩). 給定 Sf , Sf∗g 在 DN 的取值，可以 O(N4/3) 算出 Sg 在
DN 的取值︒若可以 O(N) 求出 g 的前 N 項（例如當 g 是積性），這可以被優化
到 O(N2/3)︒

Proof. 考慮 Sg(N) = 1
f(1)

(
Sf∗g(N)−

N∑
d=2

f(d)Sg(bN/dc)
)
所以有了 Sf 就可以對

右側做數論分塊並遞迴下去︒時間是
√
n∑

i=1

»
n/i+

√
i ∼

∫ √
n

1

»
n/i+

√
i di = O(n4/3)

若前 K >
√
N 項可以 O(K) 做，剩下的項可以在

⌊N/K⌋∑
i=1

»
N/i ∼

∫ N/K

1

»
N/i di = O(

»
N2/K)

做完︒取 K ∼ N2/3 得到 O(N2/3)︒

1 #include<unordered_map>
2 using std::unordered_map;
3
4 unordered_map<int, int> du_sieve(int N, unordered_map<int, int> Sf,
5 unordered_map<int, int> Sfg, const vector<int> &Sg){
6
7 unordered_map<int, int> ret;
8 for(int i = 1; i <= N; i++){
9 int nexti = n/(n/i);

10 if(nexti < Sg.size()) ret[nexti] = Sg[nexti];
11 else {
12 int ans = Sfg[nexti];
13 for(int j = 1; j <= nexti; j++){
14 int nextj = nexti/(nexti/j);
15 ans -= (Sf[nextj] - Sf[j-1]) * ret[nexti/j];
16 }
17 ret[nexti] = ans/Sf[1];
18 }
19 ans += (Sf[nexti] - Sf[i-1]) * Sg[n/i];
20 i = nexti;
21 }
22 return ret;
23 }

Listing 15: Du’s sieve
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Corollary 12. 若 f 是積性，給定 Sf 在 DN 的取值，可以在 O(N2/3) 做出
Sf∗−1 在 DN 的取值︒

Corollary 13. 以下函數的前綴和在 Dn 的取值都可以透過杜教篩在 O(N2/3) 篩
出

1. µ （已知 S1 與 Sµ∗1 = Sε）

2. φ （已知 S1 與 Sφ∗1 = Sid）

3. λ （已知 S1 與 Sλ∗1(n) = bn2c）

4. µ2 （已知 S1 與 Sφ∗1 = Sid）

0.1.5.3 π 的計算

本節主要介紹 Meissel–Lehmer 演算法 [9]，但注意一些地方的定義與原論文不同︒
Definition 31. φ(n,m) =

∑n
i=2[p(i) > m]

注意到其實只需要存 m 是質數的時候的 φ(n,m) 即可︒我們有以下兩件事
Property 25. 若

√
n < m ≤ n，則 φ(n,m) = π(n)− π(m)

Property 26. φ(n, p) = φ(n, p− 1)− φ(bn/pc, p− 1)

Corollary 14. 我們可以在 O(N3/4) 打完 φ(i, p) 在 i ∈ DN , p ≤
√
i 的表

因為我們有 π(n) = φ(n,
√
n+ 1)− π(

√
n+ 1)，所以

Corollary 15. 我們可以在 O(N3/4) 算出 π(x) 在 DN 的取值︒

事實上這個做法可以再優化︒
Property 27. 可以在 O((N logN log logN)2/3) 算出所有 π(n) 在 DN 的值︒

Proof. 假設 K ≥
√
N 是一個常數，我們可以用 O(K log logK) 的線性篩維護一

個持久化線段樹，讓我們可以 O(logK) 詢問到 φ(n, p), p ≤ n ≤ K︒剩下的部分
好好打表，複雜度是

∫ N/K

1

√
N/i di =

√
N2/K︒

√
N2/K +K logN log logN 取

K = N1/3/(logN log logN)2/3 得到 O((N2 logN log logN)1/3)︒

Remark 5. 在 [6] 中，這個想法可以透過更詳細的分析各種狀況的 ϕ(n, p)，將
π(N) 切成了九個不同的求和，使打表只需要打到 p = O(n1/4)，進一步優化到
O(N2/3 log−2N)︒有興趣的讀者可以自行參閱︒

Remark 6. 透過處理
∑n

i=2[p(i) ≤ m]f(i)，此方法亦可以求某些積性函數的前
綴和︒有興趣的讀者請參閱 [11] 或 [14]︒
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0.1.5.4 範例題目

Example 2. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M , 且 a, b 互質的數對個
數︒

Solution. 題目要求
N∑
i=1

M∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]︒我們有

N∑
i=1

M∑
j=1

[gcd(i, j) = 1] =
N∑
i=1

M∑
j=1

∑
g| gcd(i,j)

µ(g)

=

min(N,M)∑
g=1

µ(g)
N∑
i=1

M∑
j=1

[g|i][g|j]

=

min(N,M)∑
g=1

µ(g)bN/gcbM/gc

假設 N ≤M，多筆詢問可以做 O(N) 的線性篩預處理，再對每次詢問做一次
O(

√
N) 的數論分塊；單筆詢問只要對 N,M 各做一次杜教篩，複雜度是

O(N2/3 +M2/3)︒

Example 3. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M , 且 gcd(a, b) ∈ P 的數
對個數︒

Solution. 枚舉 p = gcd(a, b)，我們得到答案是

∑
p≤N,M

N/p∑
i=1

M/p∑
j=1

[gcd(i, j) = 1] =
∑

p≤N,M

min(N/p,M/p)∑
g=1

µ(g)bN/pgcbM/pgc

=
∑

m≤N,M

∑
p|m

µ(m/p)

 bN/mcbM/mc

=
∑

m≤N,M

(χP ∗ µ)(n)bN/mcbM/mc

注意到 ∑
p|n

µ(n/p) =


0 Ω(n) > ω(n) + 1 or n = 1

(−1)ω(n) Ω(n) = ω(n) + 1

(−1)ω(n)−1ω(n) Ω(n) = ω(n)

因此可以很簡單的透過線性篩預處理︒假設 N ≤M，多筆詢問可以做 O(N) 的
預處理，再對每次詢問做一次 O(

√
N) 的數論分塊；單筆詢問只要對 N,M 各做

一次卷積（注意到 SχP = π 在 DN , DM 的值可以好好算），複雜度是
O(M2/3(logM log logM)1/3)︒

Example 4. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的 gcd(a, b) 的和︒
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Solution. 所求是

N∑
i=1

M∑
j=1

gcd(i, j) =
min(N,M)∑

g=1

g

N∑
i=1

M∑
j=1

[gcd(i, j) = m]

=

min(N,M)∑
g=1

g

min(N/g,M/g)∑
h=1

µ(h)bN/ghcbM/ghc

=

min(N,M)∑
k=1

∑
g|k

gµ(k/g)

 bN/kcbM/kc

=

min(N,M)∑
k=1

φ(k)bN/kcbM/kc

注意到 µ ∗ id = φ︒複雜度一樣是 O(N +Q
√
N) 或 O(M2/3) 的︒

Example 5. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的 lcm(a, b) 的和︒

Solution. 所求是

N∑
i=1

M∑
j=1

lcm(i, j) =

min(N,M)∑
g=1

N∑
i=1

M∑
j=1

[gcd(i, j) = g]ij/g

=

min(N,M)∑
g=1

N/g∑
i=1

M/g∑
j=1

[gcd(i, j) = 1]ijg

=

min(N,M)∑
g=1

min(N/g,M/g)∑
h=1

N/gh∑
i=1

M/gh∑
j=1

µ(h)ijh2g

=

min(N,M)∑
k=1

∑
h|k

(k/h)h2µ(h)

Sid(bN/kc)Sid(bM/kc)

=

min(N,M)∑
k=1

(id ∗ µid2)(k)Sid(bN/kc)Sid(bM/kc)

注意到 (id ∗ µid2) ∗ id2 = id 可以杜教篩︒複雜度一樣是 O(N +Q
√
N) 或

O(M2/3) 的︒

Example 6. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的 σ1(ab) 的和︒
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Solution. 所求是
N∑
i=1

M∑
j=1

σ1(ij) =
N∑
i=1

M∑
j=1

∑
d|ij

d

=
N∑
i=1

M∑
j=1

∑
d′|i

∑
k|j

[gcd(d′k, i) = d′]d′k

=
N∑
i=1

M∑
j=1

∑
d′′|i

∑
k|j

[gcd(k, d′′) = 1]ik/d′′

=

min(N,M)∑
g=1

µ(g)

N/g∑
i=1

M/g∑
j=1

∑
d′′|i

∑
k|j

gik/d′′

=

min(N,M)∑
g=1

µ(g)g

N/g∑
i=1

M/g∑
j=1

∑
d′′′|i

d

∑
k|j

k


=

min(N,M)∑
g=1

µ(g)gSσ1(N/g)Sσ1(M/g)

注意到 (µid) ∗ id = ε 可以杜教篩︒複雜度一樣是 O(N +Q
√
N) 或 O(M2/3) 的︒

更一般的，如果 F = f ∗ g 是兩個完全機性函數的卷積，則
N∑
i=1

M∑
j=1

=

min(N,M)∑
d=1

µ(d)f(d)g(d)SF (N/g)SF (M/g)

Problem 2. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M , 且 gcd(a, b) 是平方數
的數對個數︒

Problem 3. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的 ab gcd(a, b) 的和︒

Problem 4. 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的 Fgcd(a,b) 的積︒其中
Fn 為費氏數列，F0 = 0, F1 = 1︒

Problem 5 (OJDL 7055). 給定 N,M，求滿足 1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤M 的
lcm(a, b)gcd(a,b) 的積︒

0.2 模運算

0.2.1 Z 與 Z/〈n〉 的結構
本節假設讀者了解基本的交換抽象代數︒沒有接觸過的讀者可以選擇跳過本章或
選擇先看完附錄再回來或選擇以假設附錄的定理都是對的的前提閱讀︒
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Property 28. Z 是一個 ED︒

Corollary 16 (貝祖定理). Z 是一個 PID︒

Corollary 17. Z 的理想就恰好是 〈n〉︒

Corollary 18. Z 的質理想就恰好是 〈p〉︒

Corollary 19 (算術基本定理). Z 是一個 UFD︒

Property 29 (中國剩餘定理; Theorem 20). 若 a1, . . . an 兩兩互質，則
Z/〈a1a2 . . . an〉 → Z/〈a1〉 × Z/〈a2〉 × · · · × Z/〈an〉 是一個同構︒

Property 30 (Corollary 31). Z/〈p〉 是一個體︒

Property 31 (Corollary 34). (Z/〈p〉)× 是一個循環群︒

Property 32 (Lemma 28). (Z/〈n〉)× = {a+ 〈n〉 |a ⊥ n}

Corollary 20 (歐拉定理). 若 x ∈ (Z/〈n〉)×，則 xφ(n) = 1︒

Proof. Corollary 28

Corollary 21 (費馬小定理). 若 x ∈ Z/〈n〉，則 xp = x︒

Lemma 12 (Lifting the exponent Lemma). 給定質數 p，且 p|a− b, p6 |a（若
p = 2 則要求 4|a− b），則 vp(a

n − bn) = vp(a− b) + vp(n)

Proof. 假設 v = vp(a− b)，且 a = pvc− b，則

ak − bk = · · ·+ k(k − 1)

2
(pvc)2bk−2 + k(pvc)bk−1

前面的每一項都被 p3v 整除︒若 k 跟 p 互質則第二項至少被 p2v 整除，第一項恰
被 pv 整除︒因此 vp(a

k − bk) = v︒若 k = p 則第一項至少被 p2v+1 整除（這裡若
p = 2 會用到 v > 1），第一項恰被 pv+1 整除︒因此 vp(a

k − bk) = v + 1︒利用歸納
法，我們可以慢慢把指數的 p 搬下來（vp(akp − bkp) = vp(a

k − bk) + 1 = · · ·）︒

Lemma 13. 若 p 是奇質數，則 Z/〈pn〉 ' Cpn−1p︒

Proof. 考慮 f : (Z/〈pn〉)× 7→ (Z/〈p〉)× ' 〈x〉︒注意到

(1 + p+ 〈pn〉)k = 1 + 〈pn〉 ⇐⇒ pn|(1 + p)k − 1

⇐⇒ n ≤ vp((1 + p)k − 1) = vp(k) + 1 ⇐⇒ pn−1|k

因此 ord(1 + p+ 〈pn〉) = pn−1︒注意到 1 + p+ 〈pn〉 ∈ ker f 且 | ker f | = pn−1︒另
外，任挑一個 y ∈ f−1(x)，其階會被 ord(x) = p− 1 整除︒因此 (Z/〈pn〉)× 有兩個
階各為 p− 1 和 pn−1 的乘法子群︒他們的階互質，且相乘為
|G| = φ(pn) = (p− 1)pn−1︒故 (Z/〈pn〉)× ' Cp−1 × Cpn−1 ' C(p−1)pn−1︒
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將證明中的 p+ 1 改成 5，我們可以得到 p = 2 的版本
Lemma 14. (Z/〈2n+2〉)× ' C2 × C2n

Proof. 同樣的，我們有 ord(5) = 2n︒因為 (Z/〈2n+2〉)× 不是循環群
（{±1, 2n+1 ± 1} ' C2

2 是一個不是循環群的子群），因此你有該同構︒

注意根據 (Z/〈2〉)× 是平凡群，不適用上面的討論︒
至此，根據 CHT，我們有所有 (Z/〈n〉)× 的結構了︒
Example 7.
(Z/〈7122222〉)× ' (Z/〈2〉)× × (Z/〈27〉)× × (Z/〈131893〉)× ' ×Z/〈181392〉

Lemma 15 (Hensel’s lemma). 若 f ∈ Z[x] 且 a ∈ Z 使得 f(a) ≡ 0 (mod pn),
f ′(a) 6= 0 (mod p)，則 b = a− f(a)f ′(a)−1 是唯一的整數（模 p2n）使得 b ≡ a
(mod pn) 且 f(b) ≡ 0 (mod p2n)

Proof. 將 f 泰勒展開得 f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + (x− a)2g(x)︒則
f(b) ≡ f(a) + f ′(a)(b− a) ≡ 0 (mod p2n)︒顯然這是唯一的︒

0.2.2 擴展歐幾里得演算法
回憶前文提及的貝祖定理，它事實上告訴你，對於所有的 x, y，都存在 a, b ∈ Z
使得 ax+ by = gcd(x, y)︒對前文提及的歐幾里德演算法做一些修改，我們亦可以
算出一組 a, b︒

1 //returns (gcd, (a, b)) such that a*x + b*y = g
2 pair<int, pair<int, int>> extgcd(int x, int y){
3 if(y){
4 auto res = extgcd(y, x%y);
5 return {res.first, {res.second.second,
6 res.second.first - (x/y)*res.second.second}
7 };
8 }
9 else return {x, {1, 0}};

10 }

Listing 16: Extended Euclid’s algorithm

Property 33. 上述演算法是正確的

Proof. 注意到呼叫extgcd(y, x%y)回傳的 (g, (a, b)) 滿足

g = ay + b(x− 〈x/y〉y) = bx+ (a− 〈x/y〉b)y

而最一開始回傳亦滿足 g = x = 1x+ 0y︒因此該演算法是正確的︒
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Problem 6 (CF 982E). 給定一個 n×m 的矩形，以及其中的一個點 (x, y)︒從
(x, y) 往 45◦ 往右上以每秒

√
2 格的速度移動，遇到邊界會反彈，則多久後會碰到

角落？（或永不碰到？）

0.2.2.1 模逆元

前一節提到，只要 x, n 互質，就存在 y 使得 xy = 1 (mod n)︒我們把該 y 稱為 x
的模逆元︒注意到如果 1 = gcd(x, y) = ax+ by，則模 y 得到 1 ≡ ax (mod p)，因
此 a 就是我們要找的模逆元︒則利用上述演算法，我們得到

1 const int mod = /* mod */;
2 int invmod(int x, int y = mod, int a = 1, int b = 0){
3 return y? invmod(y, x%y, b, a-(x/y)*b):a;
4 }

Listing 17: Computing modular Inverse

注意到乘法有時候會爆 long long，而最後回傳值不一定介在 0 與 mod 之間︒

0.2.2.2 中國剩餘定理

另外，擴展歐幾里得也可以拿來做 CRT 的實際計算︒若 n ≡ r1 (mod x)1, n ≡ r2
(mod x)2，則 r1 + x1q1 = r2 + x2q2，亦即 r1 − r2 = −x1q1 + x2q2︒所以這有解若
且唯若 r1 ≡ r2 (mod gcd(x1, x2))︒此時若 a1x1 + a2x2 = gcd(x1, x2)，則
q1 = −a1 r1−r2

gcd(x1,x2)
, q2 = a2

r1−r2
gcd(x1,x2)

, n = r2 + a2x2
r1−r2

gcd(x1,x2)

1 // a pair (a, m) represents "= a mod m"
2 pair<int, int> cht(pair<int, int> a, pair<int, int> b){
3 int g = gcd(a.second, b.second), m = a.second*b.second/g;
4 if((a.first - b.first) % g != 0) throw -1;
5 int d = (a.first - b.first) / g;
6 return {((b.first + invmod(b.second, a.second)*b.second*d)%m+m)%m, m};
7 }

Listing 18: Chinese remainder theorem

0.2.3 二次剩餘
以下的討論中，在一般情形以前，p 都是一個奇質數，且 n 跟模互質︒
Definition 32. 給定 n，若存在 x 使得 x2 ≡ n (mod m)，則我們稱 n 為（模
m）的二次剩餘︒
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0.2.3.1 模 p

Property 34 (歐拉判別法). n 是二次剩餘若且唯若

n(p−1)/2 ≡ 1 (mod p)

Proof. (⇒): 若 n = x2，則根據費馬小定理，

n(p−1)/2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p)

(⇐): 因為 (Z/〈p〉)× 是循環群，二次剩餘恰有 (p− 1)/2 個︒但滿足 x(p−1)/2 = 1
的 x 分別至多只有 (p− 1)/2 個，因此這 (p− 1)/2 個數字恰好就是二次剩餘︒

Lemma 16 (Cipolla). 若 n 是一個二次剩餘，且 a2 − n 不是一個二次剩餘，現
在考慮在 Z/〈p〉

[√
a2 − n

]
中，並令 b =

(
a+

√
a2 − n

)(p+1)/2︒則 b ∈ Z/〈p〉 滿足
b2 = n︒

Proof. 首先注意到 Fp2 = Z/〈p〉
[√
a2 − n

]
' (Z/〈p〉 [x])/(x2 − a2 + n) 是一個體︒

因此只要存在 b 滿足 b2 = n，則 b,−b 就是在 Fp2 中 n 唯二的平方根︒亦即
b ∈ Fp 就是所求的平方根︒

b2 =
(
a+

√
a2 − n

)p+1

=
(
a+

√
a2 − n

)(
a+

√
a2 − n

)p
=
(
a+

√
a2 − n

)(
ap +

√
a2 − n

p
)

=
(
a+

√
a2 − n

)(
a+

√
a2 − n(a2 − n)(p−1)/2

)
=
(
a+

√
a2 − n

)(
a−

√
a2 − n

)
= n

Lemma 17. 令 n 是一個給定的二次剩餘，則共有 (p− 1)/2 個 a 使得 a2 − n 不
是二次剩餘︒

Proof. 首先注意
p−1∑
i=0

ik ≡
®
−1 p− 1|i
0 otherwise

(mod p)

故
p−1∑
i=0

(i2 − n)(p−1)/2 ≡
p−1∑
i=0

ip−1 − pn ≡ −1 (mod p)

在所有的 i 中，恰有兩個使得 (i2 − n)(p−1)/2 = 0，剩下 p− 2 個 ±1 的總和要是
−1 (mod p)，因此一定是 (p− 3)/2 個 1，(p− 1)/2 個 −1︒也就是使 i2 − n 是二
次剩餘的 i 有 (p+ 1)/2 個

因此以上定理保證隨機選取 a，可以在平均兩次的時間找到非二次剩餘的 a2 − n︒
每次檢查需要歐拉判別法中快速冪的 O(log p)，而找到後需要花 O(log p) 得到答
案︒故有
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Theorem 8 (Cipolla). 給定 n 為模 p 的二次剩餘，可以在最差 O(p log p)，期望
O(log p) 的時間複雜度內找出一個 x 使得 x2 ≡ n (mod p)︒

以下是一個可行的實作

1 using Random::randInt
2
3 struct Fp2{
4 static int p, c;
5 int a, b; // a + b sqrt(c) mod p
6 Fp2(int aa, int bb = 0) : a{aa%p}, b{bb%p} {
7 if(a < 0)a += p;
8 if(b < 0)b += p;
9 }

10 Fp2 friend operator+(Fp2 n, Fp2 m){
11 return Fp2(n.a+m.a, n.b+m.b);
12 }
13 Fp2 friend operator*(Fp2 n, Fp2 m){
14 return Fp2(n.a*m.a + n.b*m.b%p*c, n.a*m.b + n.b*m.a);
15 }
16 bool operator==(int m){ return a == m%p && b == 0; }
17 };
18
19 int Fp2::p = 0, Fp2::c = 0;
20
21 Fp2 fpow(Fp2 a, int b){
22 Fp2 ans = 1;
23 do if(b&1) ans = ans * a;
24 while(a = a*a, b >>= 1);
25 return ans;
26 }
27
28 bool is_residue(int n, int p){
29 return fpow(n, (p-1)/2, p) == 1;
30 }
31
32 int cipolla(int n, int p){
33 Fp2::p = p;
34 assert(n > 0);
35 int a = 0;
36 do a = randInt(1, p-1);
37 while(is_residue(a*a-n, p));
38 if(a*a%p == n)return a;
39
40 Fp2::c = (a*a-n+p)%p;
41 auto res = fpow(Fp2(a, 1), (p+1)/2);
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42 if(res.b) throw -1;
43 else return res.a;
44 }

Listing 19: Cipolla’s algorithm

在這裡再提另一個比較不直覺的演算法

1 using Random::randInt;
2
3 bool is_residue(int n, int p){
4 return fpow(n, (p-1)/2, p) == 1;
5 }
6
7 int tonelli_shanks(int n, int p){
8 int a = 0, b = p-1, c;
9 while(b%2 == 0) b/=2, a++;

10 do c = randInt(2, p-1);
11 while(is_residue(c, p));
12
13 int d = a, e = fpow(c, b, p), f = fpow(n, b, p), g = fpow(n, (b+1)/2, p);
14 while(true){
15 if(f == 1) return g;
16 int i = 0;
17 for(int t = f; i < d && t != 1; i++, t=t*t%p);
18 if(i == d) throw -1;
19
20 int h = fpow(e, 1<<d-i-1, p);
21 d = i, e = h*h%p, f=f*e%p, g=g*h%p;
22 }
23 }

Listing 20: Tonelli-Shanks algorithm

Lemma 18. 上述演算法的輸出 g 滿足 g2 ≡ n (mod p)︒

Proof. 我們有以下不變量：e2d−1 ≡ −1, f 2d−1 ≡ 1, g2 ≡ fn︒
注意到每次選取的 i 是使 f 2i ≡ 1 的最小正整數︒

Corollary 22. 給定 n 為模 p 的二次剩餘，Tonelli-Shanks 演算法可以在最差
O(p log p)，期望 O(log2 p) 的時間複雜度內找出一個 x 使得 x2 ≡ n (mod p)︒
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Proof. 一開始亂戳恰有 1/2 的機率戳到非二次剩餘，因此該步是最差 O(p logn)，
平均 O(logn) 的︒後面的迴圈每次 d 會從 a 開始嚴格遞減，且每個迴圈需要快速
冪的 O(logn)︒因此總期望複雜度是 O(logn+ a logn) = O(log2 n) 的︒

Remark 7. 這個最差複雜度在多筆詢問相同 p 的詢問是可以被均攤掉的︒

Remark 8. 若亂戳改為從 2, 3, . . . 開始往上戳，最差複雜度是 O( 4
√
p log p) 的︒

而且如果擴展黎曼猜想是對的，這個最差複雜度可以被壓到 O(log3 p)︒

Remark 9. 目前是否有（不倚靠猜想的）決定性多項式的開根號演算法仍然是
公開問題︒

於是我們會做奇質數的情形了︒

0.2.3.2 模 pk

現在我們考慮質數冪次︒根據其乘法群的性質，二次剩餘必有兩個平方根，而由
Hensel’s lemma，我們有
Property 35. y2 ≡ n (mod pk) 有解若且唯若 x2 ≡ n (mod p) 有解︒

Property 36. 若 x2 ≡ n (mod p)，則 y = xsn(q−2s+1)/2 是 y2 ≡ n (mod pk) 的
一個解，其中 q = pk, s = pk−1︒

Proof. 首先，透過 LTE，x2 ≡ n (mod p) 可以推得 (x2)s ≡ ns (mod pk)︒故

(xsn(q−2s+1)/2)2 = (x2)snq−2s+1 ≡ nq−s+1 ≡ n (mod pk)

注意 φ(pk) = q − s，因此最後一個等號成立︒

0.2.3.3 模 2k

最後是模 2k 的情形︒我們只考慮 k ≥ 3︒此時 xn 的微分是 2x，因此可能有非零
根，不適用 Hensel’s lemma︒而從 Z/

〈
2k
〉
的乘法單位群結構可以看出︒

Property 37. 在模 2k ≥ 8 的情況下，共有 2n−3 個奇數是二次剩餘，而且每個
奇二次剩餘恰有 4 個平方根︒

Property 38. 在模 2k 的情況下，n 是奇二次剩餘若且唯若 n ≡ 1 (mod 8)

Property 39. 在模 2k ≥ 8 的情況下，若 x2 ≡ n (mod 2k)，則
y = x− (x2 − n)/2 滿足 y2 ≡ n (mod 2k+1)︒

Proof.

y2 =

(
x− x2 − n

2

)2

= x2−x(x2−n)+
(
x2 − n

2

)2

= a−(x2−a)(x−1)+

(
x2 − a

2

)2

因為 x− 1 是奇數，第二項被 xk+1 整除，且第二項被 22k−2 整除︒因為 k ≥ 3，
所以 y2 ≡ a (mod 2k+1)︒
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所以我們可以花 O(k) 的時間從模 8 的情形慢慢往上推︒

0.2.3.4 一般情形

注意這裡的 p 可以是 2︒
Property 40. n 在模 pk 底下是二次剩餘，若且唯若 vp(n) ≥ k 或 n = n′pvp(n)

滿足 n′ 是模 p 的二次剩餘且 2|vp(n)︒

Proof. 若 x2 ≡ n (mod pk)，則 p|x2，故 p|x，亦即 p2|n2，且我們有
(x/p)2 ≡ (n/p)2 (mod pk)︒利用歸納法得證︒

現在如果模任意整數，則我們可以先對他的每個因數做事，再 CRT 回來，得到
以下的演算法：

1 int quadratic_residue_2k(int n, int k){
2 n%=(1<<k);
3 if(n == 1) return 1;
4 if(k <= 3) throw -1;
5 int x = quadratic_residue_2k(n, k-1);
6 return ((x - (x*x-n)/2)%(1<<k) + (1<<k))%(1<<k);
7 }
8
9 int quadratic_residue_pk(int n, int p, int k, int q){

10 if(n%q == 0) return 0;
11 int t = 1;
12 while(n%p == 0){
13 n/=p;
14 if(n%p) throw -1;
15 n/=p, t*= p;
16 }
17
18 if(p == 2) return t*quadratic_residue_2k(n, k);
19 int x = quadratic_residue_p(n%p, p), r = q/p;
20 return t*(fpow(x, r, q)*fpow(n, (q-2*r+1)/2), q).a%q;
21 }
22
23 // returns [{p, v_p(n), p^{v_p(n)}},... ]
24 vector<array<int, 3>> factorize(int n);
25
26 // returns -1 if n is not a residue
27 int quadratic_residue(int n, int m){
28 auto ps = factorize(m);
29 pair<int, int> ans = {0, 1};
30 try{
31 for(auto p: ps)
32 ans = cht(ans, {quadratic_residue_pk(n, p[0], p[1], p[2]), p[2]});
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33 return ans.first;
34 }catch(signed e){
35 return -1;
36 }
37 }

Listing 21: Calculating square root mod m

注意到其中的 cht 需要用到Listing 18的函式︒
Corollary 23. 若已知 n 的因式分解，可以在期望 O(logn) 的時間找出一個 m
模 n 的平方根︒

Proof. 假設 n =
∏
qi =

∏
pi

ki︒若 pi = 2，則處理該部分的問題需要
O(ki) = O(log qi)︒若 pi 是奇質數，則需要 Cipolla 的 O(log qi) 跟快速冪的
O(log qi)︒CRT 的部分亦是 O(log pi) 的︒故總時間是

∑
pi
O(log qi) = O(logn)

的︒

0.2.4 高次剩餘
處理完平方根的情形，我們接著處理高次的根號︒首先注意到
Property 41. 如果 r 跟 φ(m) 互質，則 x = nr−1 滿足 xr ≡ n (mod m)，其中
r−1 為 r 模 φ(m) 的模逆元︒

Lemma 19. 若 n,m 互質，則 n 是模 m 的 r 次剩餘若且唯若 n 是模 m 的
gcd(r, φ(m)) 次剩餘︒

Proof. ⇒ 是顯然的︒對於 ⇐，我們只要檢查質數冪次即可，因為 pk|m 可以推出
gcd(r, φ(pk))| gcd(r, φ(m))，而且中國剩餘定理告訴你 n 是模 m 的 r 次剩餘若且
唯若 n 是模所有 pk 的 r 次剩餘︒
對於 pk，(Z/

〈
pk
〉
)× 根本是一個循環群，所以若 g 是生成元，則 n = go 是 r 次剩

餘若且唯若存在 a, b 使得 o+ bφ(pk) = ar，若且唯若 gcd(φ(pk), r)|o︒因此事情根
本只跟 gcd(φ(pk), r) 有關︒

從以上證明也可以看出
Property 42. 如果 r, s 互質，且 n,m 互質，則 n 是模 m 的 rs 次剩餘若且唯
若 n 同時是模 m 的 r, s 次剩餘︒

Property 43. 若 r|p− 1, p6 |n，則 n 是模 pk 的 r 次剩餘若且唯若 n(p−1)/r ≡ 1
(mod p)

Proof. 若 k = 1，則可以利用與歐拉判別法一樣的證明得到︒對 k > 1，注意到若
x 6≡ 0 (mod p)，則 d

dx
xr − n = rxr−1 模 p 非零︒根據 hensel’s lemma 得證︒
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Property 44.   若 p6 |n，則 n 是模 pk 的 pl 次剩餘（l < k）若且唯若 n 是模
pl+1 的 pl 次剩餘若且唯若 npl ≡ n (mod pl+1)

Proof. (1 ⇔ 2): 那個 Z/
〈
pk
〉
→ Z/

〈
pl+1

〉
的投影根本就只是把指數取 φ(pl+1) 的

餘數而已，不會改變指數是不是 pl 的倍數︒
(2 ⇔ 3) 模 pl+1 的 pl 次剩餘只有 φ(pl+1)/pl = p− 1 種，其實就是
1p

l
, . . . (p− 1)p

l︒所以你只要檢查 n 是不是 npl 即可︒

接著我們開始介紹如何實際計算︒首先根據中國剩餘定理，可以把模數拆成質數
冪次的乘積並分開做︒另外，我們也可以把 r 拆成質數的乘積並依序開根號︒而
根據以上的討論我們已剩下 r 的質因數整除 p 或等於 p 的情形了︒若等於 p，我
們可以從 p2 的情形慢慢往上推，亦即
Property 45. 在模 p = 2, k > 2 或 p > 2, k > 1 的情況下，若 xp ≡ n
(mod pk)，則 y = x− (xp − n)/p 滿足 yp ≡ n (mod pk+1)︒

Proof.

yp = (x− (xp − n)/p)p

≡ xp + xp−1(xp − n) +
p(p− 1)

2
((xp − n)/p)2xp−2

= n+ (xp−1 − 1)(xp − n) +
p(p− 1)

2
((xp − n)/p)2xp−2 ≡ n (mod pk+1)

注意到第二項根據費馬小定理被 p · pk 整除，第二項被 p2k−1 整除（若 p = 2 則
26 |p(p−1)

2
，會再少一）︒因此只剩第一項︒

而如果 r|p− 1，我們有以下 Cipolla 的推廣：
Theorem 9 (Cipolla–Lehmer). 若 n 是一個模 p 的 r 次剩餘，且 r|p− 1 是一個
質數，ar − n 不是一個 r 次剩餘，現在考慮在 Z/〈p〉

[
r
√
ar − n

]
中，並令

b =
(
a−

√
a2 − n

) pr−1
r(p−1)︒則 b ∈ Z/〈p〉 滿足 br = n︒

Proof. 首先注意 Z/〈p〉
[

r
√
ar − n

]
' Z/〈p〉 [X]/ 〈Xr − ar + n〉 是一個體，且

ω = r
√
ar − n

p−1
= (ar − n)(p−1)/r 的階是 r（這裡用到 r 是質數）︒因此 ωp = ω，

且
( r
√
ar − n)p

i

= r
√
ar − n

(
( r
√
ar − n)p−1

)1+p+···+pi−1

= ωi r
√
ar − n

故

br =
(
a−

√
a2 − n

)1+p+p2+···+pr−1

=
r−1∏
i=0

(a− ωi r
√
ar − n) = ar − ( r

√
ar − n)r = n

Lemma 20 ([8] Theorem 2). 固定 r|p− 1，則對於任何 n，使 ar − n 是 r 次剩
餘的 a 至多只有 p/r +O(

√
p) 個︒
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Proof. 細節待補，想法是找一個多項式 R(x) 使得當 x ∈ Fp 滿足 xr − n 是 r 次剩
餘時（亦即 (xr − n)(p−1)/r = xp − x = 0 時），R 在 x 都是一個 M 階零點︒（在該
處泰勒展開的最低 M 項為零）︒因此滿足該條件的 x 至多只有 degR/M 個︒藉
由選取好的 R 我們便可以得到上述上界︒

綜合以上討論，隨機戳到非 r 次剩餘的機率是 1− r−1 −O(1/
√
p) 的︒因此對於

每一個 r 都只要試 O(1) 次
Corollary 24. 對固定 r，我們都有一個期望複雜度 O(log p) 的開 r 次方根演算
法︒

Remark 10. 注意上述 O(log p) 的常數與 r 有關︒如果不考慮隨機部分，那大
約是 O(r3 log p) 的︒

不只 Cipolla 演算法可以被推廣，Tonelli-Shanks 也可以被推廣，稱為
Adelman-Manders-Miller 演算法 [1]︒

1 #include<unordered_map>
2 using Random::randInt;
3
4 int invmod(int a, int mod);
5
6 bool is_rth_residue(int n, int p, int r){
7 return fpow(n, (p-1)/r, p) == 1;
8 }
9

10 int adelman_manders_miller(int n, int p, int r){
11 int a = 0, b = p-1, c;
12 vector<int> r_power; r_power.push_back(1);
13 while(b%r == 0) b/=r, a++, r_power.push_back(r*r_power.back()%p);
14 do c = randInt(2, p-1);
15 while(is_rth_residue(c, p, r));
16
17 int d = a, l = (r-invmod(b, r))%r, e = fpow(c, b, p),
18 f = fpow(n, l*b%(p-1), p), g = fpow(n, (l*b+1)/r, p),
19 omega = fpow(c, (p-1)/r, p);
20
21 std::unordered_map<int, int> omega_power;
22 for(int i = 0, o = 1; i < r; i++, o = o*omega%p) omega_power[o] = i;
23
24 while(true){
25 if(f == 1) return g;
26 int i = 0, prev;
27 for(int t = f; i < d && t != 1; i++, prev=t, t=fpow(t, r, p));
28 if(i == d) throw -1;
29
30 int j = omega_power[invmod(prev, p)],
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31 h = fpow(e, j*r_power[d-i-1], p);
32 d = i, e = fpow(e, r_power[d-i], p), f=f*h%p*h%p, g=g*h%p;
33 }
34 }

Listing 22: Adelman-Manders-Miller algorithm

Lemma 21. 上述演算法的輸出 g 滿足 gr ≡ n (mod p)︒

Proof. 注意到 ω 6= 1 滿足 ord(ω) = r︒我們有以下不變量：
er

d−1 ≡ ω, f rd−1 ≡ 1, gr ≡ fn︒
注意到每次選取的 i 是使 f ri ≡ 1 的最小正整數︒
此時 ord(f ri−1

) = r，因此存在 j 使得 ωjf ri−1
= 1︒

Corollary 25. 給定 n 為模 p 的 r 次剩餘，Adelman-Manders-Miller 演算法可
以在最差 O(p log p)，期望 O

(
r + log2 p

log r

)
的時間複雜度內找出一個 x 使得 xr ≡ n

(mod p)︒

Proof. 一開始需要 O(logr(p) + r) 的時間，而迴圈總共跑 O(logr(p)) 次，每次需
要跑 O(logr(p) log r + log p) 的時間，因此總共是 O

(
r + log2 p

log r

)
的︒

Remark 11. 如果 r = Ω(
√
p) 的話，直接做離散對數再把指數除以 r 會比上述

兩種演算法都來得快︒

0.2.5 原根
以下的討論中，p 都是一個奇質數︒
我們在Subsection 0.2.1中已經證明過，
Property 46. (Z/〈n〉)× 是循環群若且唯若 n = pk 或 n = 2pk 或 n = 4，其中 p
是任意奇質數︒

我們稱該循環群的生成元為原根︒首先先考慮 (Z/〈p〉)× 的情形︒
根據簡單分析，一個循環群 Cp−1 的生成元有 φp− 1 個︒因此
Property 47. 平均 O(log log p) 個數中有一個是模 p 的原根︒

至於原根的檢查，你只要確認 o(g) 是不是 p− 1 即可，所以你只要確認對於 p− 1
的所有質因數 pi，我們都有 g(p−1)/pi 6≡ 1 (mod p) 即可︒因此
Theorem 10. 若以知 p− 1 的因式分解，則可以在期望 O(log2 p) 的時間找到
Z/〈p〉 的一個原根︒

Proof. 上述的時間複雜度是 O(log log p)O(ω(p− 1))O(log p) = O(log2 p) 的︒

以下是範例實作：
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1 using Random::randInt;
2
3 // returns list of prime factors of n
4 vector<int> prime_factors(int n);
5
6 int primitive_root(int p){
7 if(p < 5) return p-1;
8 auto ps = prime_factors(p-1);
9 while(true){

10 int g = randInt(2, p-2);
11 for(auto pi: ps)
12 if(fpow(g, (p-1)/pi) == 1)
13 goto not_root;
14 return g;
15 not_root:;
16 }
17 }

Listing 23: Obtaining an primitive root

Remark 12. 若 ERH 是對的，則最小原根是 O(log6 p) 的，於是我們有一個多
項式的暴力演算法︒否則目前是否有決定性的多項式演算法仍是一個公開問題︒

而質數冪次的情形我們一樣有 φ(pk) = Θ(pk)，因此以上的估計都是對的︒但我們
還有以下的刻劃
Lemma 22 ([5] Lemma 1.4.5). 若 g 是 Z/〈p〉 的原根，則若 gp−1 6≡ 1 (mod p2)，
則 g 是模 pk 的原根︒否則 g + p 是模 pk 的原根

Proof. 如果 g 是 Z/〈p〉 的原根，則對於所有 pi|p− 1，我們都有

gφ(p
k)/pi = (g(p−1)/pi)p

k−1 ≡ g(p−1)/pi 6≡ 1 (mod p)

因此我們只要檢查 gφ(p
k)/p = gp

k−2(p−1) 在模 pk 下是不是 1︒注意到

ap ≡ 1 (mod pa) ⇐⇒ a ≡ 1 (mod pa−1)

（你可以透過 (Z/
〈
pk
〉
)× 的結構或 LTE 看出︒）因此我們只要檢查 gp−1 6≡ 1

(mod p2) 即可︒注意到

(g + p)p−1 ≡ gp−1 + (p− 1)pgp−2 (mod p2)

因此如果 gp−1 ≡ 1 (mod p2)，則 (g + p)p−1 6≡ 1 (mod p2)︒

在模 2k 底下，是沒有原根的，但是根據Lemma 14的證明，我們可以看出
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Property 48. 對於所有奇數 n，存在 b 使得 5b ≡ ±n (mod 2k)︒

Proof. 我們有 ord(5) = 2k−2 且 −1 6∈ 〈5〉（LTE 告訴你 52
k−3 ≡ 2k−1 + 1

(mod 2k))︒因此 (Z/
〈
2k
〉
) ' 〈−1〉 × 〈5〉︒

0.2.6 離散對數
在本節我們將探討以下問題：給定 a, c,m，請找出最小的 b 使得 ab ≡ c
(mod m)︒
首先考慮 a, c 與 m 互質的情形︒此時如果存在解，則根據歐拉定理必存在解滿足
0 ≤ b < φ(m)︒令 K 為一個常數，則我們可以考慮 b = qK + r，此時
(aK)q ≡ a−rc (mod m)︒因為左右兩側的取值只有 O(m/K) 與 O(K) 種，因此取
K ∼

√
m 我們得到一個 O(

√
n) 的演算法︒

這個演算法稱為大步小步（baby step giant step），你可以把 aK 想像成大步，a−1

想像成小步︒用一個 unordered_map 儲存兩側的值即可︒這樣的複雜度是
O(

√
m) 的︒

1 #include<unordered_map>
2 #include<cmath>
3
4 int invmod(int a, int mod);
5
6 int discrete_log(int a, int c, int m){
7 a%=m, c%=m;
8
9 std::unordered_map<int, vector<int>> mp, mpk;

10 int k = std::sqrt(m), ak = fpow((invmod(a, m)+m)%m, k, m);
11 for(int i = 0, j = 1, jk = c; i < k+1; i++, j=j*a%m, jk=jk*ak%m){
12 if(mp.find(j) == mp.end())mp[j] = i;
13 if(mpk.find(jk) == mpk.end())mpk[jk] = i*k;
14 }
15
16 int ans = m;
17 for(auto& p: mp)
18 if(mpk.find(p.first) != mpk.end())
19 ans = std::min(ans, p.second + mpk[p.first]);
20 if(ans == m) throw -1;
21 return ans;
22 }

Listing 24: Big step giant step when a, c,m are coprime

至於 gcd(a,m) > 1 的情形，對於每一個 p|m，p 必須同時整除 a, c 或同時不整
除︒且若 vp(c) > vp(m)，則我們要求 b ≥ vp(m)

vp(a)
，並把 m 換成 m/ gcd(p,m)︒至
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於 vp(c) < vp(m) 時，會有 b = vp(c)

vp(a)
︒若他不是整數，或代入檢查發現錯誤則無

解︒結束後，我們接著對 a ≡ c (mod m) 做大步小步即可︒注意到此時為了找到
滿足大於所有 vp(m)

vp(a)
的解中最小的 b 需要費一番功夫（例如雙指針掃一下）︒實際

寫起來長這樣

1 #include<unordered_map>
2 #include<cmath>
3
4 // returns {limit, ans, m', phi(m')}
5 array<int, 4> check_not_coprime(int a, int c, int m){
6 int limit = 0, ans = 0, mx = m, phi = 1;
7 for(int i = 2; i && m > 1; i++) {
8 if(m%i)continue;
9 int va = 0, vc = 0, vm = 0;

10 while(m%i == 0)vm++, m/=i, phi*=i;
11 while(a%i == 0)va++, a/=i;
12 while(c%i == 0)vc++, c/=i;
13 phi = phi/i*(i-1);
14 if(!va && !vc) continue;
15 if(!va || !vc) throw -1;
16 if(vc >= vm){
17 limit = std::max(limit, (vm-1)/va+1);
18 phi = phi*i/(i-1);
19 while(mx%i == 0) mx/=i, phi/=i;
20 }else{
21 va = std::min(va, vm); vc = std::min(vc, vm);
22 if(vc%va) throw -1;
23 if(!ans) ans = vc/va;
24 if(ans != vc/va) throw -1;
25 }
26
27 if(i*i>m)i = m-1;
28 }
29 return {limit, ans, mx, phi};
30 }
31
32 int discrete_log(int a, int c, int m){
33 a%=m, c%=m;
34 if(c == 1)return 0;
35 if(!a)
36 if(!c) return 1;
37 else throw -1;
38 if(!c){
39 for(int i = 0, k = 1; (1<<i) <= m; i++, k = k*a%m)
40 if(k == c) return i;
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41 throw -1;
42 }
43
44 auto res = check_not_coprime(a, c, m);
45
46 if(res[1])
47 if(fpow(a, res[1], m) == c)
48 return res[1];
49 else throw -1;
50 m = res[2];
51
52 std::unordered_map<int, vector<int>> mp, mpk;
53 int k = std::sqrt(res[3]), ak = fpow(a, res[3]-k, m);
54 for(int i = 0, j = 1, jk = c; i < 2*k+1; i++, j=j*a%m, jk=jk*ak%m)
55 mp[j].push_back(i), mpk[jk].push_back(i*k);
56
57
58 int ans = 3*m, limit = res[0];
59 for(auto& p: mp){
60 if(mpk.find(p.first) == mpk.end())continue;
61 auto& p1 = p.second, &p2 = mpk[p.first];
62 for(int i = 0, j = p2.size()-1; i < p1.size(); i++)
63 while(j>=0 && p1[i]+p2[j]>=limit)
64 ans = std::min(ans, p1[i]+p2[j]), j--;
65 }
66 if(ans == 3*m) throw -1;
67 printf("%d\n", ans);
68 return ans;
69 }

Listing 25: Discrete log

Corollary 26. 離散對數的問題可以在 O(
√
n) 內解開︒

Remark 13. 目前最快的離散對數演算法是次指數的︒至於有沒有多項式的非
決定性演算法仍是公開問題，更遑論決定性的︒

0.3 附錄：代數
本節定義的群環體等皆是交換的版本，因此與一般使用的定義皆有出入︒在其他
地方使用時請小心！
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0.3.1 么半群
Definition 33 (么半群；monoid). 一個么半群 (M, ⋆) 指的是一個非空集合 M
與其上的一個運算 ⋆ : G×G→ G 若滿足

1. (結合律) a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c︒

2. (交換律) a ⋆ b = b ⋆ a︒

3. (單位元) 存在 e ∈M 使得對於所有 a ∈ G，我們有 e ⋆ a = a︒

以下定義與性質都在一個么半群 (M, ⋆) 中
Definition 34 (逆元). 若 x ⋆ y = e，則我們稱 x 為 y 的逆元︒（同樣的 y 也是 x
的逆元）我們把存在逆元的元素稱為可逆元素︒

Definition 35 (單位群；group of units). M× 表示 M 中可逆元素的集合，稱為
M 的單位群︒

Property 49. 可逆元素的逆元唯一︒

Proof. 若 y, z 皆為 x 逆元，則 y = y ⋆ (x ⋆ z) = (y ⋆ x) ⋆ z = z︒

我們把 x 的逆元記做 x⋆−1︒
Property 50. (x⋆−1)⋆−1 = x

Property 51. (x ⋆ y)⋆−1 = y⋆−1 ⋆ x⋆−1

Proof. (x ⋆ y) ⋆ (y⋆−1 ⋆ x⋆−1) = x ⋆ (y ⋆ y⋆−1) ⋆ x⋆−1 = x ⋆ x⋆−1 = e

因此
Corollary 27. (M×, ⋆) 是一個么半群︒

Proof. 前一個性質告訴你 ⋆ 事實上可以被視為一個 M× ×M× →M× 的運算︒結
合律與交換律當然還是會對，而 e⋆−1 = e 是可逆的，因此 M× 亦有單位元︒

Example 8. 請判斷以下是不是么半群

1. (N,+)

2. (N, ·)

3. (Z,+)

4. (N∗,+)

5. (∅,∅)

6. (P(S),∪)

7. (N∗, (x, y) 7→ xyx)
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8. (R, (x, y) 7→ y)

9. (R, (x, y) 7→ xy + x+ y)

10. (Mn×n(R), ·)

0.3.2 群
Definition 36 (群). 若一個么半群 (G, ⋆) 滿足 G× = G（亦即所有元素都有逆
元），則我們稱他為一個群︒

Property 52. 對於任何么半群的單位群是一個群︒

Proof. 我們其實只要證明 (M×)× =M× 即可︒但是如果 x ∈M×，則
x⋆−1 ∈M×︒所以在 M 可逆的元素都在 M× 可逆︒

Example 9. 請寫出Example 8中么半群的對應單位群︒

Definition 37 (（群的）階；order). |G| 是 G 的集合的大小︒

Definition 38 (有限群；finite group). 階有限的群稱為有限群︒

Definition 39 (（元素的）階；order). g ∈ G 的階 o(g) 是最小的正整數 n 使
gn = e︒

當然元素的階可能是無限大（不存在）︒
Property 53. 有限群的元素都存在階

Proof. {x, x⋆2, x⋆3, . . . } 是有限集︒根據鴿籠原理存在 x⋆i = x⋆j︒則
x⋆i−j = e︒

Property 54. 若 x⋆n = e，則 ord(x)|n

Proof. 令 n 除以 ord(x) 的餘數是 r︒注意到 x⋆r = x⋆n(x⋆ ord(x))⋆q，因此若 r 6= 0，
則 r > ord(x)，與餘數的定義矛盾︒

Definition 40 (子（么半）群；submonoid, subgroup). 給定（么半）群 (G, ⋆)，
和 G 的子集 H，若 ⋆ 也是 H 上的運算（⋆ 對 H 是封閉的），且 (H, ⋆) 是一個
（么半）群，則稱 H 為 G 的子（么半）群，記作 H E G︒

Definition 41. 〈a〉 是包含 a ∈ G 的所有子群的交集；〈S〉 是包含 S ⊆ G 的所有
子群的交集︒稱為被 a（S）生成的子群︒

Property 55. 〈a〉 = {e, a, a⋆2, a⋆3, . . . , a⋆−1, a⋆−2, a−⋆−3, . . . }

Proof. 首先檢查 {e, a, a⋆2, a⋆3, . . . , a⋆−1, a⋆−2, a−⋆−3, . . . } 的確是 G 的子群︒接著
你發現所有包含 a 的子群都包含他︒
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Property 56. | 〈a〉 | = ord(a)

Definition 42 (有限生成). 若存在有限的集合 S ⊆ G 使得 G = 〈S〉，則我們稱
G 是有限生成的

Definition 43 (循環群). 若存在 a ∈ G 使得 G = 〈a〉，則稱 G 為一個循環群

Definition 44. Cn = 〈a|an = 1〉 = {e, a, a2, . . . , an−1} 是正 n 邊形的旋轉對稱
群︒

Property 57. (Z,+) 和所有 Cn 就是所有的循環群

Proof. 考慮 e 的階，如果他沒有階，則他長得像 (Z,+)︒否則他長得像
Cord(e)︒

0.3.3 等價︑同餘和商群
Definition 45 (等價關係；equivalence relation). 一個集合上的等價關係是一個
滿足以下三點的二元關係︒

1.（自反律）a ∼ a

2.（對稱律）a ∼ b⇔ b ∼ a

3.（遞移律）a ∼ b ∧ b ∼ c⇒ a ∼ c

Example 10. 給定子集 H，a ∼H b ⇐⇒ a ⋆ b⋆−1 ∈ H 是等價關係

Definition 46 (等價類；equivalence class). x = {g ∈ G|g ∼ x}

例如 ∼H 底下 x 的等價類是 {x ⋆ h|h ∈ H}︒此集合稱為
Definition 47 (陪集；coset). x ⋆ H := {x ⋆ h|h ∈ H}

等價關係最重要的，就是他會將我們考慮的集合劃分成幾個互斥的等價類，亦即
Property 58. 若 x ∼ y 則 x = y；若 x 6∼ y 則 x ∩ y = ∅︒

把這些等價類收集起來稱為商集
Definition 48 (商集；quotient group).
G/∼:= {g|g ∈ G}, G/H := G/∼H= {g ⋆ H|g ∈ G}

Definition 49 (指數；index). [G : H] := |G/H|

注意到每個陪集都一樣大，因此我們有
Theorem 11 (拉格朗日定理). 若 G 有限且 H E G，則 |G| = [G : H]|H|︒特別
的，|H| 整除 |G|︒
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Corollary 28. 若 G 有限，則所有元素的階皆整除 |G|

我們希望商集可以變成一個（么半）群，因此引入
Definition 50 (同餘關係；congruence relation). 若（么半）群 G 上的等價關係
∼ 滿足若 a ∼ b ∧ c ∼ d 則 a ⋆ c ∼ b ⋆ d，則我們稱 ∼ 是一個 (G, ⋆) 的等價關係︒

Example 11. ≡ (mod p) 是一個 (Z,+) 上的同餘關係︒

Property 59. ∼H 是一個同餘關係

Property 60. 若 ∼ 是一個同餘關係，則 (G/∼, ⋆) 是一個（么半）群︒

Proof. 注意到因為同餘關係的定義，如果 a = b, c = d，則 a ⋆ c = b ⋆ d︒因此我
們可以定義 ⋆ : G/∼ ×G/∼→ G/∼, (x, y) 7→ xy︒顯然他還是滿足交換率與分配
率；e 是單位元；若 x 可逆，則 x⋆−1 是 x 的逆元︒

此（么半）群稱為商（么半）群︒
Definition 51 ((同餘關係的) 核；kernel). ker ∼ := e = {g ∈ G|g ∼ e}

Property 61. ker ∼K= K, G/ ker ∼ = G/ ∼

你會發現 G 的所有子群跟 G 的所有同餘關係有一一對應︒

0.3.4 同態
現在我們要定義兩個 (么半) 群之間的映射︒合理的定義就是
Definition 52 (同態；homomorphism). 若 φ : G→ G′ 滿足
φ(a ⋆G b) = φ(a) ⋆G′ φ(b) 且 φ(eG) = eG′，則稱 φ 是一個同態︒

注意等號左邊的乘法是 G 的乘法；等號右邊則是 G′ 的乘法︒
而所有 G 到 G′ 的同態事實上也構成一個群
Definition 53 (同態群).

(
Hom(G,G′), (φ ⋆ ϕ)(g) = φ(g) ⋆ ϕ(g)

)
Definition 54 (單同態；monomorphism). 單射的同態

Definition 55 (滿同態；epimorphism). 滿射的同態

Definition 56 (雙同態；同構；isomorphism). 雙射的同態

Definition 57 (同構；isomorphic). 若 G 和 G′ 之間存在雙同態，則稱兩者同
構，記做 G ' G′

Definition 58 (自同態；endomorphism). 打到自己的同態
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Definition 59 (自同構；automorphism). 打到自己的同構

注意到 G 的所有自同構構成一個群
Definition 60 (自同構群；automorphism group). (AutG, ◦)

Definition 61 ((同態的) 核；kernel). kerφ = φ−1(eG′) = {g ∈ G|φ(g) = eG′}

Property 62. φ 是單射若且唯若 kerφ = {e}

Proof. 若 φ(a) = φ(b)，則 φ(a ⋆ b⋆−1) = e，亦即 a ⋆ b⋆−1 ∈ kerφ︒

Definition 62 (像；image). φ(G) = {φ(g)|g ∈ G}

Example 12. φ : (Z,+) → (Z,+), x 7→ 2x 是一個 (單) 同態

Example 13. φ : G→ G/H, x 7→ x 是一個 (滿) 同態

Example 14. (Z/pZ,+) ' Cp

Theorem 12 (同態基本定理). 給定同態 φ : G→ G′，則

kerφ E G, φ(G) E G′, G/ kerφ ' φ(G)

Proof. 子群的事情照定義檢查即可︒要證明那個同構可以證明 φ : x 7→ φ(x) 是良
好定義的︑是同態︑是單射︑是滿射︒

Theorem 13 (第一同構基本定理). 給定 H,N E G 則

HN E G, H ∩N E H, (HN)/N ' H/(H ∩N)

Proof. 子群的事情照定義檢查即可︒要證明那個同構可以證明
H → HN/N, h 7→ h+N 是同態︑是單射，而且核是 H ∩N︒

Definition 63. 給定子群 H,N E G，定義 H ⋆ N = {h ⋆ n|h ∈ H,n ∈ N}︒

Theorem 14 (第二同構基本定理). 給定 N E G 則 G/N 的子群與
H/N,H E G 有一一對應，而且 G/H ∼ (G/N)/(H/N)

Proof. 考慮 φ : G→ G/N，則 φ 會把包含 N 的子群打到 G/N 的子群，而 φ−1

會把 G/N 的子群拉回 G 的子群︒因此你有一一對應︒要證明那個同構可以證明
G/H → G/N, x 7→ x 是良好定義的︑是同態︑是單射，而且核是 H/N︒

0.3.5 有限群結構定理
Definition 64 (直積；direct product). 若 (G1, ⋆1) 與 (G2, ⋆2) 是群，則我們可
以在 G1 ×G2 = {(g1, g2)|g1 ∈ G1, g2 ∈ G2} 上定義運算
(g1, g2) ⋆ (h1, h2) = (g1 ⋆1 h1, g2 ⋆2 h2)︒這會是一個群，稱作兩個群的直積，寫作
G1 ×G2︒
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Lemma 23. 若 H,N E G 滿足 H ∩N = {e}，H ⋆ N = G，則 H ×N ' G︒

Proof. 我們有同態 H ×N → G, (h, n) 7→ hn，而且他是單射且滿射的︒

Definition 65 (內直積). 如果兩個子群 H,N E G 滿足 H ∩N = {e}，則我們把
H ⋆K 寫作 H ©⋆ K，稱為他們的內直積︒

注意到前一個引理保證 H ©⋆ K ' H ×K︒
現在我們可以敘述本節最重要的定理了
Theorem 15 (有限（阿貝爾）群結構定理). 任何有限群都是一些循環子群的內
直積︒

在開始證明之前，我們需要一些引理︒
Lemma 24 (柯西定理). 若 G 是一個有限群，且質數 p 整除 |G|，則存在一個
元素 x ∈ G 使得 ord(x) = p︒

Proof. 我們對 |G| 做數學歸納法︒如果 |G| = 1 那顯然成立︒隨便選一個 x ∈ G，
若 p| ord(x)，則 x⋆ ord(x)/p 的階是 p︒否則 p 整除 |G/ 〈x〉 |︒根據歸納假設，存在
y ∈ G/ 〈x〉 使得 ord(y) = p︒則 y⋆ ord(y) = e 告訴我們 p| ord(y)︒因此 y⋆ ord(y)/p 的
階是 p︒

Definition 66 (p-群). 一個 p-群指的是元素的階都是 p 的冪次的群︒

Corollary 29. 有限 p-群的階都是 p 的冪次︒

Proof. 否則如果 q 整除群的階，則必有元素的階是 q︒

我們想要先做 G 是 p-群的情況︒
Lemma 25. 如果一個有限 p-群的大小為 p 的子群只有一個，則他是循環群

Proof. 對 |G| 做數學歸納法︒假設 H 是唯一的那個大小為 p 的子群，則
H = {g ∈ G|g⋆p = e}︒考慮 φ : G→ G, g 7→ g⋆p，則 kerφ = H︒φ(G) E G 亦滿
足「大小為 p 的子群只有一個」的條件（因為 φ(G) 的子群都是 G 的），因此根據
歸納假設 φ(G) 是循環群︒假設 g ⋆ K 是 G/K ' φ(G) 的生成元，則
G = 〈g〉︒

Lemma 26. 若 G 是一個有限 p-群，且 C E G 是 G 的循環子群中，階最大的
循環子群之一，則存在 H E G 使得 G = C ©⋆ H︒

Proof. 一樣對 |G| 做數學歸納法︒如果 G 是循環群則 G = C = C × {e}︒否則根
據引理，G 一定包含另一個不包含在 C 中，且大小為 p 的群 K︒
(C ⋆ K)/K ' C/(C ∩K) ' C，因此 (C ⋆ K)/K 是 G/K 中最大的循環子群（如
果 〈x ⋆ K〉 比他還大，那 〈x〉 E G 就比 C 還要大）︒根據歸納假設，必存在某個
H/K E G/K 使得 G/K = (C ⋆ K)/K ©⋆ H/K︒則 C ∩H = {e}，且
|C||H| = |G|︒因此 G = C ©⋆ H︒

接著我們只要說明每個有限群都能拆成 p-群的直積即可︒

Author: AY 52



0.3. 附錄：代數 0.3

Definition 67. G(p) = {g ∈ G|∃k [o(g) = pk]}

注意到 G(p) 是一個 p-群︒回憶 vp(n) 指的是最大的 k 滿足 pk|n︒
Lemma 27. |G(p)| = pvp(|G|)

Proof. 否則 p 整除 |G/G(p)|，因此存在 x ∈ G \G(p) 使得 ord(x) = p︒但這代表
x⋆p ∈ G(p)，亦即 ord(x) 也是 p 的冪次，矛盾︒

Corollary 30. G = ©⋆
p| |G|

G(p)

Proof. 顯然 ©⋆
p ̸=p′

G(p) 跟 G(p′) 的交集只有單位元（因為他們的階互質）︒而且根

據引理，|G| =
∏

|G(p)| = |©⋆ G(p)|︒因此 G = ©⋆ G(p)︒

於是我們可以把一個群拆成一堆 p-子群的內直積，每個又可以各自拆成循環子群
的內直積︒因此 G 就是那些循環子群的內直積︒

0.3.6 環
群縱然有用，但他能做到的還是有限的︒我們希望我們的結構上同時有兩種運
算，以便探討他們之間的關係︒於是我們定義
Definition 68 (環；ring). 一個環 (R,+, ·) 是一個集合 R 和其上的兩個二元運
算，使得 (R,+) 是一個群，(R, ·) 是一個么半群，且滿足分配律（對於所有
a, b, c ∈ R，a · (b+ c) = a · b+ a · c）︒

我們一般把 (R,+) 的單位元寫作 0，(R, ·) 的單位元寫做 1，a · b 寫作 ab，a+n 寫
作 na，a+−1 寫作 −a︒
Definition 69 (特徵). charR 指的是 1 在 (R,+) 的階︒若不存在，則我們定義
charR = 0︒

以下定義一些跟群論時頗類似的定義
Definition 70 (子環；subring). 若 S ⊆ R 滿足 +, · 可以被視為 S 上的運算，
而且 (S,+, ·) 是一個環，則稱 S 是 R 的子環︒

Definition 71 (理想；ideal). 若 I ⊆ R 滿足 (I,+) 是 (R,+) 的子群，且
RI ⊆ I，則我們稱 I 為 R 的理想︒

Example 15. nZ 是 Z 的理想︒

Definition 72. 注意到對於理想 I, J，I · J 不一定是一個理想︒因此我們定義
IJ = 〈I · J〉︒

Property 63. 注意到對於理想 I, J，I + J 是一個理想︒
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Definition 73 (質理想；prime ideal). 若理想 p ⊆ R 滿足對於所有 ab ∈ p 都有
a ∈ p 或 b ∈ p，則我們稱 p 是一個質理想︒

Example 16. nZ 是 Z 的質理想若且唯若 n 是質數︒

Definition 74 (商環). 對於理想 I ⊆ R，我們可以定義 R/I = {r + I|r ∈ R} 上
的加法和乘法讓他變成一個環，稱為商環

一樣定義可逆︑直積︑同態︑同構為同時滿足 (R,+) 與 (R, ·) 中的定義者︒一樣
定義有限︑生成︑核等概念︒
Property 64. x 可逆若且唯若 〈x〉 = R︒

Definition 75 (主理想；principal ideal). 由一個元素生成的理想︒

Theorem 16 (同態基本定理). 給定同態 φ : R → R′，則 kerφ 是 R 的理想，
φ(R) 是 R′ 的子環，且 R/ kerφ ' φ(R)︒

Theorem 17 (第一同構基本定理). 若 S 是子環，I 是理想，則 S + I 也是子
環，S ∩ I 是 S 的理想，而且 (S + I)/I ' S/(S ∩ I)︒

Theorem 18 (第二同構基本定理). R/I 的子環/理想與包含 I 的子環/理想有一
一對應︒

0.3.7 整環︑體
Definition 76 (零因子；zero divisor). 若存在 b 使得 ab = 0，則我們稱 a 為一
個零因子︒

Property 65. 若 0 6= 1，則零因子不可逆︒

Definition 77 (整環；integral domain). 沒有零以外的零因子的環稱為整環︒

Property 66. R/I 是整環若且唯若 I 是 R 的質理想︒

Property 67. 若 R 是整環，則 charR 是零或質數︒

Property 68. 在整環中，如果 ax = bx，且 x 6= 0，則 a = b︒

Proof. (a− b)x = 0

Definition 78 (體；field). 0 6= 1 且所有非零元素都可逆的環稱為體︒

Property 69. 體是整環︒

Property 70. 有限整環是體︒
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Proof. 對於所有 x，函數 fx : y 7→ xy 是單射的，因此是滿射的，也就是存在 y
使得 xy = 1︒

Corollary 31. Z/pZ 是體︒

Property 71. 體 F 的理想只有 F 與 {0}︒

Property 72. 若 φ : F → R 是環同態，則他是單射，而且我們可以把 R 看成
是 K-向量空間，其中係數積定義為 x, v 7→ φ(x)v︒

Property 73. 有限體的階是質數冪次的︒

Proof. 有限體 F 的特徵值非 0，因此你有 φ : Z/pZ → F, n 7→ n1︒因此 F 是一
個 Z/pZ 的有限維向量空間︒特別的，F 的加法群同構於 (Z/pZ)n 的加法群︒

0.3.8 ED, PID
Definition 79 (歐幾里整環；Euclidean domain (ED)). 滿足「存在一個函數
f : R \ {0} → N，以及對每對元素 x 6= 0, y，都存在元素 q, r，使得 f(r) < f(x)
或 r = 0，且 y = qx+ r」的整環稱為歐幾里整環︒

ED 看起來定義很長，但事實上在高中數學內就提到不少 ED 了︒
Example 17. Z 是一個 ED︒

Example 18. 若 k 是一個體，則 k[x] 是一個 ED︒

以下的定理用這些例子去思考可能會更清楚︒
Definition 80 (主理想整環；Principal ideal domain (PID)). 滿足每個理想都是
主理想的整環稱為主理想整環︒

Theorem 19. ED 都是 PID

Proof. 對於一個理想 I 6= (0)，令 x ∈ I \ {0} 使得 f(x) 是 I 中最小的之一︒則我
們希望 I = 〈x〉︒⊇ 是顯然的︒對於 ⊆，假設 y ∈ I，則根據 ED 的定義存在 q, r
使得 r = x− qy ∈ I︒但根據 x 的選取，若 r 6= 0 則 f(r) > f(x)︒故 r 6= 0 且
y = qx ∈ 〈x〉︒

接著我們來探討 PID 的一些性質

0.3.8.1 整除與最大公因數

回憶 a|b 的定義是存在 x 使得 ax = b︒
Definition 81 (關聯；assotiate). 若 a|b，b|a（亦即 〈a〉 = 〈b〉），則我們稱
a ∼ b，稱作 a, b 有關聯︒
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Property 74. 若 R 是一個整環，且 a ∼ b，則存在 x ∈ R× 使得 ax = b

Proof. ax = b, by = a，則 xya = a，亦即 xy = 1（因為 R 是整環）

也就是在整環中，關聯就只是差一個可逆元素而已︒
Definition 82 (gcd). 在 PID 中，定義 gcd(a, b) 為 〈a〉+ 〈b〉 的生成元；
lcm(a, b) 為 〈a〉 ∩ 〈b〉 的生成元︒若 gcd(a, b) ∈ R×，則我們稱 a, b 互質︒

在這裡寫一些基本性質
Property 75.

1. 若 a|b, a|c 則 a| gcd(a, b)

2. 若 b|a, c|a 則 lcm(b, c)|a

3. a gcd(b, c) = gcd(ab, ac)

4. ab ∼ lcm(a, b) gcd(a, b)

5. a lcm(b, c) = lcm(ab, ac)

6. 若 a, b 互質且 a|bc，則 a|c

Proof.

3. 〈a〉 (〈b〉+ 〈c〉) = 〈a〉 〈b〉+ 〈a〉 〈c〉 = 〈ab〉+ 〈ac〉

4. 首先我們證明 lcm(a, b) gcd(a, b)|ab︒令 g = gcd(a, b), a = xg, b = yg，則
a|xyg, b|xyg，故 lcm(a, b)|xyg，亦即 lcm(a, b) gcd(a, b) 整除 xygg = ab︒
接著我們證明 ab| lcm(a, b) gcd(a, b)︒但是 ab|a lcm(a, b) 且 ab| lcm(a, b)b，故
ab 整除 gcd(lcm(a, b)a, lcm(a, b)b) = lcm(a, b) gcd(a, b)︒

6. a|bc, b|bc 故 ab = lcm(a, b) 整除 bc︒故 a|c︒

Lemma 28. a ∈ (R/〈b〉)× 若且唯若 a, b 互質︒

Proof. 兩者皆若且唯若 a+ b = 〈a〉 = R

0.3.8.2 不可約元素與質元素

Definition 83 (不可約元素；irreducible element). 給定不是零因子也不可逆的
元素 p，若對於所有 ab = p，我們都有 a ∈ R× 或 b ∈ R×，則我們稱 p 是一個不
可約元素︒

Definition 84 (質元素；prime element). 若對於所有 p|ab，我們都有 p|a 或 p|b
（也就是 〈p〉 是質理想），則我們稱 p 是一個質元素︒
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Property 76. 所有質元素都是不可約元素

Proof. 若 p 是質元素，p = ab，則 p|a 或 p|b，也就是 b ∈ R× 或 a ∈ R×︒

Property 77. 在 PID 中，所有不可約元素都是質元素︒

Proof. 若 p|ab 且 p 不整除 a，則 p 與 a 互質︒故 p|b︒

注意到不可約元素可能不是質元素︒例如在 Z[
√
5] 中，2|4 = (

√
5− 1)(

√
5 + 1)，

但是 2 不整除
√
5± 1︒

0.3.8.3 諾特環

Definition 85 (諾特環). 若在 R 中任何一串 I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . 理想的序列，
都存在一個 n 使得 In = In+1 = · · ·，則我們稱 R 是一個諾特環︒

Lemma 29. R 是諾特環若且唯若 R 的所有理想都是有限生成的︒

Proof. (⇒): 任給一個不是有限生成的理想 I ⊆ R，定義 I0 = {0}，並對每個 i 歸
納地選取某個 xi ∈ I \ Ii−1，令 Ii = Ii−1 + 〈xi〉（注意到因為 Ii 都是有限生成的，
所以 I 6= Ii，我們也因此一定選得到 xi）︒則我們就找到一個不會停止的上升理想
序列 I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·︒
(⇐): 假設 I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . 是一串理想的序列，則 I =

⋃
Ii 也是一個理想︒因

為他是有限生成的，我們假設 I = 〈x1, . . . , xn〉︒則每個 xi 必掉到某個 Iai 中︒取
最大的 ai（因為有限所以取得到），我們知道所有 xi 都掉在 Iai 裡面，所以
I = Iai︒也就是 Iai = Iai+1 = · · ·︒

Corollary 32. PID 都是諾特環︒

當然，諾特環還有許多其他性質與用途，但因為本文不會用到，因此在這裡不多
提︒

0.3.8.4 中國剩餘定理

Theorem 20 (中國剩餘定理；CRT). 若 a1, . . . an 兩兩互質，則
f : R/〈a1a2 . . . an〉 → R/〈a1〉 ×R/〈a2〉 × · · · ×R/〈an〉 是一個同構︒

Proof. 根據歸納法，我們只要考慮 n = 2 的情形︒注意到 〈a1〉+ 〈a2〉 = R，且
〈a1〉 ∩ 〈a2〉 = 〈a1a2〉︒因此 R/ 〈a1a2〉 ' 〈a1〉 / 〈a1a2〉 × 〈a2〉 / 〈a1a2〉（Lemma 23）︒
根據第二同構定理，〈a1〉 / 〈a1a2〉 ' (〈a1〉+ 〈a2〉)/ 〈a2〉 = R/ 〈a2〉︒同樣的
〈a2〉 / 〈a1a2〉 ' R/ 〈a2〉︒

0.3.9 UFD
Definition 86 (唯一分解整環；Unique Factorization domain (UFD)). 滿足「每
個不可逆的非零元素都可以被拆成不可約元素的積，而且這個分解是唯一的（至
多只差一個排列後的關聯）」的整環稱為唯一分解整環︒
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Theorem 21. PID 都是 UFD

這個證明比較煩躁一些，因此我們分成以下幾個引理︒
Lemma 30. 若 R 是 PID，x 6∈ R×，則存在不可約元素 p 使得 p|x︒

Example 19. 假設不存在那種 p︒根據不可約的定義，存在 a1b1 = x 使得
a1, b1 6∈ R×︒因為 a1|p，所以 a1 可約︒我們可以找到 a2b2 = a1︒利用歸納法，我
們可以得到一串 ai, bi 6∈ R× 使得 aibi = ai−1︒因此我們得到一個
〈a1〉 ( 〈a2〉 ( · · ·，跟 R 是諾特環矛盾︒

Lemma 31. 若 R 是 PID，x 6∈ R×，則 x 可以被寫成一些不可約元素的乘積︒

Proof. 根據前一題，我們可以遞迴的定義
x = x0 = p1x1, x1 = p2x2, x2 = p3x3, · · ·︒如果我們可以無限制的取下去，則我們
得到 〈x1〉 ( 〈x2〉 ⊆ · · ·，跟 R 是諾特環矛盾︒因此有某個 xn ∈ R×，亦即
x = p1p2 . . . pn−1(pnxn)（因為 x 6∈ R× 所以至少有一項︒

因此我們現在可以把 PID 的元素分解成不可約元素的乘積了︒現在我們必須證明
他們相同

Proof of Theorem 21. 假設 p1 . . . pn ∼ q1 . . . qm︒因為 p1 是質元素，p1 整除某個
qi︒因為 qi 不可約，qi ∼ p1︒根據歸納法得證︒

0.3.10 多項式環
Corollary 33. 一個 f ∈ k[x] 至多只有 deg f 個根

Proof. 首先注意到 k[x] 是 ED，且 x− a 和 x− b 互質︒因此如果 x1, . . . , xn 是
根，則

∏
(x− xn) 整除 f，故 deg f ≥ n︒

Corollary 34. 若 K 是有限體，則 K× 是一個循環群︒

Proof. 根據有限群基本定理，他是一些循環群的直積︒如果存在某個 q 使得
K×(q) 不是循環群，則 xp = 1 在 K 有多於 p 個解，矛盾︒又根據 CRT，一些互
質的循環群的直積也是循環群︒
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